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also
m =*RTI.

In diesem Falle ist der adjungierte Operator also gerade die transpo-
nierte Matrix.

1.6. Differentiation in normierten Riumen, Variationsableitung

Der Name ,,Funktionalanalysis‘‘ 148t zundchst vermuten, man habe

es mit einer Analysis, also einer Infinitesimalrechnung, fiir Funktionale
zu tun. Historisch liegt darin auch eine Wurzel fiir die Entstehung
dieses Gebietes, aber im bisherigen Aufbau haben wir davon nichts
gemerkt. Solche Fragen spielen heute auch keine sehr wichtige Rolle
mehr, doch tritt eine Differentiation von Funktionalen in der
Variationsrechnung auf. Und aus diesem Grunde sei hier kurz darauf
eingegangen.

Sei x (.): [a,b] > R” eine hinreichend oft stetig differenzierbare
vektorwertige Funktion, und die zugelassenen Funktionen x mogen
einen Banach-Raum B bilden, iiber den im einzelnen erst spiter
genaueres zu sagen sein wird. Dann betrachtet man in der Variations-
rechnung das Funktional ® auf B:

b
1) @)= | F,x0).%0)dt,

a

wo F' eine gegebene Funktion von 2n + 1 Variablen ist. Die Grund-
aufgabe der Variationsrechnung lautet: Man mache den Wert des
Funktionals & stationir, z.B. maximal oder minimal; das hat in der
Regel nur unter gewissen Nebenbedingungen einen Sinn, z.B. bei
Randbedingungen x(a) = xg, x(b) = x1 . Zur Losung der Aufgabe
wird man nach Verallgemeinerungen der Bedingung des Verschwin-
dens der Ableitung suchen. Wie kann man aber eine Ableitung von ®
definieren?

Sei allgemein ®[x]: D - R ein Funktional mit einem offenen De-
finitionsbereich D C B, B Banach-Raum. Dann kénnen wir ohne
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vx;eiteres ein Richtungsdifferential definieren™: Seien x, § x € B so,
daB x + edx €D fir | e | <1, so heie die Zahl §® = §P[x; 5x]
das Differential von ® an der Stelle x zum Zuwachs éx, falis

Hm {@[x+e<5x]-—@[x] —SCI)} —0
e—0 €
oder, was dasselbe besagt, falls mit f(€) = P[x + edx] gilt

f'(0) =,69.

Der praktische Nutzen des Differentials besteht in der endlichdi-
mensionalen Analysis darin, da es eine im Zuwachs §x lineare
Approximation der Differenz ®[x + dx] — ®[x] liefern soll, etwa
den Anfang einer Taylorschen Entwicklung. Man beachte aber, da}
dieses Ziel gar nicht immer erreicht wird. Schon in zweidimensiona-
len Banach-Ridumen gibt es durchweg definierte Funktionen &, fir
welche auch das Differential stets existiert, ohne daB es in §x linear
ist. SeiB = IRZ, die Elemente seien x = (X1, x3), wobei X1, X3 ER,

und @ sei so definiert:
|

d[x] = (xl3 + x23 )g.

Dann ist
1

D0 +€8x] — O] _ 15093 + (5,)° .

o

lim
e—0
und das ist offensichtlich nicht linear in §x = (6x1, 6x2).

Man wird also, um eine lineare Approximation zu erreichen, eine
etwas andere Definition geben miissen. Wir konnen es dabei gleich
so einrichten, dafd der Wertebereich nicht notwendigin R liegt,
sondern in einem Banach-Raum, die Verallgemeinerung auf topolo-
gische Vektorrdaume soll uns hier nicht interessieren.

Definition: Sei ® : D B; eine Abbildung der offenen Menge
DC B (B, By Banach-Riume) in By, und seien xg €D fest,

*Es ist iiblich, fiir den Zuwachs §x, § ® zu schreiben. Dieses 6 ist also kein
Faktor, sondern Ox ist Vektor! Das § spielt dieselbe Rolle wie das d beim
Differential.
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L : B~ By ein beschriankter linearer Operator. Dann heifdt ® an
der Stelle xq differenzierbar mit der Ableitung L, wenn fiir alle der
Norm nach hinreichend kleinen §x € B gilt

(2) ®(xg + 6x) — P(xg) = Léx + o(6x)
mit
Hm o (8)ll _ 0.

loxi—»o II6x|

Natiirlich wird der Operator I im allgemeinen von xq abhingen. Man
hat fiir diesen Operator (Ableitung) verschiedene Bezeichnungen,
tiblich sind z.B.

5P (xp)

L= (x) =5,

DaB die Definition sinnvoll ist, zeigen die folgenden

Beispiele:

a. EsseiB = R™, B; = R", und die Vektoren seien als Spalten
geschrieben,

%01 D1(x0)
x0={ : 1, P(xo)=| :
X0m @, (x0)

Hier ist der Operator L gerade gleich der Funktionalmatrix:

(021 0%y =~ 0% \
§ 0x1 0x) 0Xm

\ 22, L. 0%y,

b. Es sei @ selbst ein beschrinkter linearer Operator. Dann ist
P'(%) = P.
Die Ableitung ist, wenn sie iiberhaupt existiert, eindeutig bestimmt.
Hitte man ndmlich zwei lineare Operatoren Ly, L, mit

D(xg + 6x) — P(x9)= Lpdx + op(6x), k=1, 2,
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sowdre fir L=L1 — L

Léx =0(6x), lim To(gx)l

15xi—»0 I6xI

ist y % o ein beliebiger Vektor, so ist mit x =€ - y

_ < o(8x)
tky= "3’“‘"5 T =1 ot

woraus fiir e = 0 folgt Ly = 0, also L = Lj — L, = 0. Die beiden
Operatoren sind also gleich.

Fiir die Ableitung gelten manche Regeln, welche denen fiir Diffe-
rentialquotienten analog sind, insbesondere die Kettenregel (vgl.
Aufgabe 2). 1
Wir kehren nun zuriick zur Grundaufgabe der Variationsrechnung
und betrachten das Funktional ® aus Formel (1). Der Banachraum
B sei jetzt in natiirlicher Weise festgelegt gleich dem Raum C; der
Funktionen x(t) mit Werten in R", die in a < < b mindestens ein-
mal stetig differenzierbar sind und in dem die Norm definiert ist
Ixll= max {|x(t)| | %(®) | },

gast<
wobei | I die Norm in IR" bezeichnet.

(DaB es sich um einen Banach-Raum handelt, zeigen wir in Beispiel
1.) Wir betrachten nun bei festen xg, 6x € C; die reelle Funktion

b
o(e) = j F(t,xg+ €8x, 4 T (x0+68x))dt

a

Bei hinreichenden Differenzierbarkeitsannahmen iiber F' hat man

b
d
3) X B [ {Fubx+F '?1%‘ (6x)} dt = 58,2)
€— a

1) Eine ausfiihrliche Darstellung der Differentialrechnung in normierten Rau-
men findet man z.B. bei J. WLOKA, Funktionalanalysis und Anwendungen,
Berlin - New York (de Gruyter) 1971.

2)Fx6x usw. bedeuten Skalarprodukte im IRn, also Z Fy ;8% usw.
i=1
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wobei F),, Fy. an der Stelle e = 0, d.h. fiir das Argument (¢, x, %),
zu nehmen sind. Wir zeigen die Beschrinktheit dieses linearen Funk-
tionals von 6x bei festem xq. Offenbar ist

|6@‘§‘b—a[-{max|Fx| -max | 8x | +
+max | Fy | - max| <60 |y M- Iox |,

wo M §| b —a[ .sup { | Fo || Py l} ist; letzteres Supremum
existiert bei Stetigkeit der partiellen Ableitungen F),., F} sicher, da

wir uns auf eine hinreichend kleine Umgebung von % in C; be-
schranken konnen.

6P ist also linear in 6x und beschrinkt. Es muf} allerdings noch ge-
zeigt werden, dafd 6@ wirklich eine Approximation der Differenz
im Sinne von Gleichung (2) liefert. Wir schétzen ab:

o= | ®[x + 5x] — P[x] — 5P |
b
= f {F(t,x+ bx, %+ 8%) — F(t,x,%) — Fpdx — Fy8% }dt |

a

€|b-—a|max[ oot

?

PR
wobei 6x = G by

Das Maximum rechts wird an einer Stelle 7,6 <7< b, wirklich
angenommen ; wendet man, nachdem man diese eingesetzt hat, auf
die beiden ersten Glieder noch den Mittelwertsatz an, so folgt mit
0<9,9<1:

0<|b—a|-| {Fyx(r,x + 85x,% + 96&) — Fy(r,x,%) }x

+ {F3 (...)— Fi(r,x,%)}6%|.

Erneute Anwendung des Mittelwertsatzes zeigt, dad nur Glieder
zweiter Ordnung in 6x, 8x vorliegen, wenn F' zweimal stetig diffe-
renzierbar ist. Daraus folgt aber

g
i ey
loxl—o 6l

was zZu zeigen war.
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Wir haben also: Falls I’ zweimal stetig nach x,x differenzierbar ist,
so hat das Funktional (1) das Differential (hier auch ,,Variation*
genannt)

4 5P = j{F 5 + Fy o x} dt

im Raume Cj der stetig differenzierbaren Funktionen. Die Ablei-
tung, hier Variationsableitung genannt, ist durch das lineare Funk-
tional gegeben:

@) cp’——-jbd (F + F, jt)
a

so daR also §® = @' 5x.

Will man Extremalen x(?) finden, d.h. solche x € Ci, fiir die

®' =0, so stort in (4), (4°) zunichst einmal noch das Integralzei-
chen. In der Variationsrechnung pflegt man in (4) eine partielle
Integration durchzufiihren und erhilt

b
(5) 5P = _[ (Fx = —%—(Fx))ax di + [F,aax]g :

Durch Nebenbedingungen werden Untermannigfaltigkeiten von Cj
ausgezeichnet, z.B. durch das Festhalten der Endpunkte der Kurve
x(t) im R", 6x(a) = 6x(b) = 0 eine zu einem Untervektorraum
von Cj parallele Untermannigfaltigkeit. In dieser ist

(5”) 5= (Fx = %(F,g)) 5x dt.

Die Bedingung ® = 0 fiihrt hier auf die Eulerschen Differential-
gleichungen

o
Vo dt
Die Spalte der linken Seiten wird hier manchmal selbst als Variations-

ableitung bezeichnet; streng genommen gibt aber (5) bzw. (5°) die
Variationsableitung als lineares Funktional an.

F, Fj.
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Wir haben hier in einiger Ausfiihrlichkeit den Fall behandelt, da x
nur von einer Veranderlichen { abhingt und da® nur die erste Ablei-
tung von x in F' auftritt. Es ist aber leicht zu sehen, wie sich die
Uberlegungen auf allgemeinere Fille iibertragen. Statt C; hat man
Riume aus entsprechend ofter differenzierbaren Funktionen zu
nehmen; an die Stelle des Intervalls a < £ < b tritt das jeweilige
Parametergebiet.

Aufgaben und Beispiele:

1. Man zeige, daB der Raum Cj [a, b] der in a < { < b einmal stetig
differenzierbaren Funktionen x(f) mit Werten in R™ mit der Norm

lxl= max {|x@®]|, |%®]}
a<t<b

ein Banach-Raum ist!

Anleitung: Da C; ein normierter Raum ist, wird der Leser selbst
zeigen. Schwieriger ist der Beweis fiir die Vollstdndigkeit. Wir deu-
ten ihn an. Sei y,, € C; eine Cauchy-Folge, also fir m,n = N(e)

) I Yn(®) — Ym(?) l I <e.

Es ist also insbesondere | yn(£) — Ym(?) | <€ fiir m,n=> N(e), so
daB es eine stetige Funktion 2(£) gibt mit | y,(£) —2(f) | <e fir
n= N(e) oder

Yn(®) = 2(8) + ex(D), en(t) stetig,

| en(®) | <e fiir n=>Ng(e).

max { | Yn(®) — ym(?)

Integration ergibt
t t
| yn®—yn(@) — | 2()ds| =| [ en()ds|<|b—a]-e.
a a

Die Folge yn(a) ist als Cauchy-Folge konvergent gegen einen Grenz-
wert ¥, | yn(@) — yo ] < e fir n= N(e).

3 Fuchssteiner/Laugwitz, Funktionalanalysis
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Mithin ist

t
| ¥n() — 30 — j 2()ds|<e(1+|b—al).

t
Damit ist gezeigt, daf} y,,(f) gleichmifig gegen y(¥) = yg + j 2(s)ds
a

konvergiert, und es ist y = 2. Mithin ist y € C; und Grenze der
Yn € C.

2. Kettenregel fiir die Ableitung. Die By, seien Banach-Rdume; Ab-
bildungen:

®:Dy—»Dy, CHB,, Dy CBy;

¥ : D3> Dy CBs, D3 DDy,

Z(x) = Y[ D(x)], Dy, Dj offen,

> : Dy - Bs.
Behauptung: Wenn ® fiir x € D; differenzierbar ist mit der Ablei-
tung ®'(x), und wenn W an der Stelle y = ®&(x) € D, differenzier-

bar ist mit der Ableitung ¥'(y), so ist Z an der Stelle x differenzier-
bar mit der Ableitung

() = V() ®(x) = V' (@) ().

(Die Regel ist formal identisch mit der Kettenregel fiir Funktionen
einer Verdnderlichen, in die sie bei eindimensionalen Banach-Riu-
men auch iibergeht; im allgemeinen ist sie eine Gleichung zwischen
Operatoren.)

Anleitung: Man schreibe die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
auf:

d(x + 6x) = P(x) + @'(x)6x + 01(8%),
W(y + 8y) = W(y) + V' ()3 + 02(8Y).
Nun ist fiir 5y = ®'(x)6x + 01(6x), y = O(x):
Z(x + 6x) = W(P(x + 6x)) = ¥(y + 6Y)
= U(P(x)) + ¥'(P(x)) [P'(x) dx + 01(5%)] + 02(5Y)
= 3(x) + ¥'(P(x)) D'(x)6x + 03(5x),
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wobei 03(8x) = W' (®(x)) 01(6x) + 02(8y) tatsichlich die Eigenschaft
hat, dafy

log(8a)ll

b TR T

Das gibt den Beweis.

3%



