Computeralgebra in Deutschland

Bestandsaufnahme, Mdoglichkeiten, Perspektiven

Herausgegeben von der
Fachgruppe Computeralgebra
der GI, DMV und GAMM

Passau und Heidelberg 1993



Gesetzt mit INTEX.
Druck: Offset Druckerei R. Esen, Passau

Copyright © 1993, Fachgruppe Computeralgebra der GI, DMV und GAMM.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen
usw. in diesem Werk berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu
der Annahme, daf} solche Namen im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-
Gesetzgebung als frei zu betrachten wéren und daher von jedermann benutzt
werden diirften.



Vorwort

Aus der Computeralgebra ist in den vergangenen drei Jahrzehnten weit mehr
geworden, als man sich triumen liel: Aus dem Forschungsprojekt einiger Pio-
niere entwickelte sich ein reichhaltiges und eigensténdiges Tétigkeitsfeld im
Ubergangsbereich zwischen Mathematik und Informatik, dessen Produkte in
verschiedenen Bereichen der Wissenschaft und Technik zunehmend selbst-
verstindlich als Werkzeug eingesetzt werden.

In dem vorliegenden Report wird meines Wissens zum ersten Mal ver-
sucht, einen méglichst umfassenden Uberblick tiber dieses Gebiet zu geben.
Hierzu gehéren neben einer Ubersicht iiber die Forschungsschwerpunkte ei-
nige Berichte iiber Anwendungen, eine Beschreibung aktueller Computeralge-
brasysteme sowie Informationen iiber Fachtagungen und Publikationen. Der
letzte Teil enthilt schlieflich eine Aufstellung der Aktivitdten der Fachgruppe
Computeralgebra sowie eine Liste von Computeralgebra-Arbeitsgruppen in
Deutschland.

Der Leitung der Fachgruppe ist fiir die Initiative zu dieser Bestandsauf-
nahme und ganz besonders den beiden Herausgebern, den Herren Weispfen-
ning und Grabmeier, fiir die damit verbundene miihevolle Arbeit zu danken.
Der Report legt beredte Rechenschaft dariiber ab, in wie groem Mafle deutsche
Mathematiker und Informatiker an der Begriindung, Entwicklung und Anwen-
dung der Computeralgebra beteiligt waren und sind. Allen Beteiligten kann
man zu dem vorliegendem Report nur gratulieren.

AbschlieBend méchte ich der Hoffnung Ausdruck geben, dafl die Computer-
algebra auch zukiinftig ihre fruchtbare Doppelrolle spielen wird: als kreative
Herausforderung fiir die Entwicklung von Informatik-Werkzeugen und als An-
reiz fiir das Gewinnen neuer Erfahrungen und Einsichten der Mathematik und
ihrer Anwendungen.

Ziirich, Januar 1993
Erwin Engeler






Einleitung

Die Fachgruppe Computeralgebra der Gesellschaft fiir Informatik (GI), der
Deutschen Mathematiker Vereinigung (DMV) und der Gesellschaft fiir ange-
wandte Mathematik und Mechanik (GAMM) sieht es als ihre Aufgabe an, For-
schung, Lehre und Entwicklung, Informationsaustausch und Zusammenarbeit
auf dem Gebiet der Computeralgebra zu fordern. Sie legt deshalb mit diesem
Report eine Ubersicht iiber das Gebiet und seine Anwendungen sowie eine Be-
standsaufnahme der Computeralgebra- Aktivitdten in Deutschland vor.

Die rasch ansteigende Mitgliederzahl auf iber 1000 nach Griindung der
Fachgruppe im Jahre 1987 zeigt, dafl die Computeralgebra ein stark wachsendes
Gebiet mit vielen Anwendungsmoglichkeiten und groBem Zukunftspotential ist.
Wir haben versucht, dieser Entwicklung mit der vorliegenden Dokumentation
Rechnung zu tragen.

Das erste Kapitel enthilt eine Charakterisierung und Abgrenzung der Com-
puteralgebra, ihre Auswirkungen auf Lehre und Forschung und mégliche Per-
spektiven.

Es schlieBen sich Ubersichtsartikel iiber die Themen und Schwerpunkte der
Computeralgebra an. Daf die Vielfalt und der interdisziplindre Charakter der
Computeralgebra keine eindeutige Anordnung der Teilbereiche zulifit, die alle
Querbeziige sichtbar macht und Uberlappungen weitgehend vermeidet, versteht
sich von selbst. Wir haben aber unser Moéglichstes getan, die verschiedenen
Ansichten, Stile und Gewichtungen der einzelnen Autoren in eine Form zu
bringen, die moglichst vielen Wiinschen gerecht wird und ein ausgewogenes
Bild der Computeralgebra zeichnet.

Das breite Anwendungsspektrum der Computeralgebra von der Physik und
Mathematik iiber die Informatik, die Ingenieurwissenschaften und die ande-
ren Naturwissenschaften bis zu Problemen aus der Wirtschaft wird an Hand
ausgewihlter Beispiele demonstriert.

Entscheidendes Hilfsmittel fiir diese Anwendungen sind die Computeralge-
bra-Systeme. Systementwickler und gute Kenner der jeweiligen Systeme stellen
diese im folgenden Kapitel ausfithrlich vor. Dies diirfte die zur Zeit umfassend-
ste Zusammenstellung aktueller Computeralgebra-Systerme sein.

Das nichste Kapitel enthilt eine Ubersicht iiber regelmiBig stattfindende
Fachkonferenzen, je ein Verzeichnis von Konferenzberichten und Fachbiichern
sowie Angaben zu einschligigen Zeitschriften.

Im letzten Kapitel werden einige Aktivitdten im Bereich der Computeralge-
bra in Deutschland zusammengestellt. Es enthilt eine Beschreibung der Té#tig-
keit der Fachgruppe und eine Einfiihrung in ihr elektronisches Informationssy-
stem CAIS. Eine ausfiihrlichen Liste von Arbeitsgruppen in Deutschland mit



ihren Arbeitsgebieten und den dort eingesetzten Computeralgebra-Systemen,
die aus einer von der Fachgruppe durchgefiihrten Umfrage entstanden ist, run-
det den Report ab.

Volker Weispfenning (Passau) und Johannes Grabmeier (Heidelberg)

Dank

Dieser Report ist im Laufe der vergangenen zwei Jahre entstanden. Er wére
nicht méglich gewesen ohne die grofle Anzahl der Mitwirkenden, die in vielfalti-
ger Weise zum Gelingen dieser Aufgabe beigetragen haben. Wir bedanken uns
bei allen im Text namentlich genannten Autoren, aber auch bei all denen, die
durch kleine Erginzungen und Anmerkungen zur Verbesserung des einen oder
anderen Beitrages oder des Reports insgesamt mitgewirkt haben.

Wir danken der Gesellschaft fiir Informatik und Herrn Prof. Dr. Heinrich
Mayr aus Klagenfurt vom Fachbereich 2 fiir die finanzielle Unterstiitzung. Zwei
Arbeitssitzungen der Fachgruppenleitung fiir den Report konnten im Mathema-
tischen Forschungsinstitut Oberwolfach stattfinden. Dort ist insbesondere ge-
meinsam die Einleitung und die allgemeine Charakterisierung sowie die Struk-
turierung des Reports entstanden. Herzlichen Dank an das Institut und Prof.
Dr. Martin Barner! Ebenso danken wir der Fa. IBM Deutschland GmbH fiir
ihre Unterstiitzung.

Fiir die redaktionelle Mitarbeit in Teilbereichen danken wir Prof. Dr. B.
Heinrich Matzat aus Heidelberg (Computeralgebra — Entwicklung, Charakte-
risierung, Perspektiven, Mathematikanwendungen sowie Gesamtredaktion zu-
sammen mit den beiden Sprechern), Prof. Dr. Michael Pohst aus Diisseldorf
(Grundlegende Algorithmen), Prof. Dr. Horst G. Zimmer aus Saarbriicken
(Faktorisierung), Prof. Dr. Benno Fuchssteiner aus Paderborn (Differential-
gleichungen und Physikanwendungen), Prof. Dr. Friedrich W. Hehl aus Kéln
(Physikanwendungen), Prof. Dr. Karl Roesner aus Darmstadt (Ingenieuranwen-
dungen) und Prof. Dr. Gerhard Schneider aus Karlsruhe mit Unterstiitzung von
Herrn Karsten Homann und Dr. Reiner Staszewski aus Karlsruhe und Frau Dr.
Sabine Stifter aus Linz (Konferenzen, Biicherverzeichnis und Zeitschriften).

Herrn Michael Pesch aus Passau sei fiir die endgliltige Formatierung, fiir die
Vereinheitlichung der Literaturverweise, die Erstellung einer IATX-Style-Datei
dazu und vieles mehr gedankt. Herrn Alfred Scheerhorn aus Heidelberg danken
wir fiir die Uberarbeitung des Verzeichnisses der Arbeitsgruppen, das Erstellen
eines Ortsverzeichnisses und das Einarbeiten von Korrekturen, ebenso Herrn
Dr. Heinz Kredel aus Passau, der auflerdem das Autorenverzeichnis bearbeitet
hat.



Einen besonderen Dank moéchten wir den Herausgebern der Zeitschrift
mathPAD, Prof. Dr. Benno Fuchssteiner und Dr. Waldemar Wiwianka aus
Paderborn, aussprechen: Grundlage fiir die Zusammenstellung der Computer-
algebra-Systeme war das Sonderheft Vol.1, Heft 3 September 1991, das fiir die
Computeralgebra-Vorfithrungen der Fachgruppe Computeralgebra auf der Jah-
restagung der DMV zusammengestellt worden war. Alle Autoren haben einer
erneuten Verdffentlichung in diesem Report zugestimmt und nétigenfalls den
Artikel auf einen aktuellen Stand gebracht.

Frau Anita Lulay aus Karlsruhe hat den Artikel von M. Dewar iiber Schnitt-
stellen in die deutsche Sprache iibersetzt, Herr Dominik Gruntz aus Ziirich den
Artikel von M. Monagan iiber das System MAPLE, dafiir besten Dank!

Fiir intensives Korrekturlesen gilt unser Dank Herrn Georg Hagel in Tiibin-
gen und Herrn Prof. Dr. Karl Roesner in Darmstadt. Fiir weitere Anmerkungen,
Anpassungen, Erginzungen, Korrekturen und sonstige Unterstiitzung danken
wir Prof. Dr. Thomas Beth und Herrn Karsten Homann aus Karlsruhe, Herrn
Ralf Dentzer und Herrn Raphael Nauheim aus Heidelberg, Herrn Andreas Jurk
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1 Computeralgebra - Entwicklung, Charakteri-
sierung, Perspektiven

1.1 Historische Bemerkungen

Die Begriffe Algebra und Algorithmus haben historisch dieselbe Quelle. In dem
Buch Kitab al muhtasar fi hisab al-gabr w’al-muqgabalah des persischen Wissen-
schaftlers Abu Ja'far Mohammed ibn Musa al-Khorezmi (siehe [18] oder [9]),
das im 9. Jahrhundert an der Akademie der Wissenschaften in Bagdad ent-
stand, bezeichnen al-gabr und muqabalah die symbolischen Umformungen bezie-
hungsweise Termvereinfachungen, die zum Losen einer algebraischen Gleichung
durchgefiihrt werden. Diese algorithmischen Umformungen symbolischer alge-
braischer Ausdriicke und Formeln blieben bis etwa zum Ende des 19. Jahrhun-
derts das zentrale Thema der Algebra. Zu Beginn dieses Jahrhunderts wurde
diese Methode erginzt und weitgehend iiberlagert durch die strukturelle Al-
gebra. Bei ihr steht die begriffliche Untersuchung von algebraischen Struktu-
ren auf axiomatischer Grundlage im Zentrum des Interesses. Diese strukturell-
algebraische Methode hat bis heute grofie Teile der Mathematik durchdrungen.

In den letzten Jahrzehnten sind die algorithmischen Aspekte der Algebra
wieder stédrker in den Vordergrund getreten. Dazu hat insbesondere die rapide
Entwicklung der Computer und der elektronischen Datenverarbeitung beige-
tragen, die es ermdglichte, auch Manipulation von Formeln und symbolisches
Rechnen maschinell durchzufithren. Dadurch gewannen die Methoden der Al-
gebra und der diskreten Mathematik eine neue Attraktivitdt, mit der sie nicht
nur innerhalb der Mathematik v6llig neue Anwendungsbereiche fanden, sondern
auch in den Natur- und Ingenieurwissenschaften, bei denen zumeist ausschlie-
lich Methoden der numerischen Analysis verwendet worden waren.

In diesem Umfeld entwickelte und verbreitete sich die Computeralgebra. Sie
verbindet die algorithmische und strukturelle Algebra im weitesten Sinne mit
Methoden der Informatik zu einem neuen methodischen Werkzeug im Uber-
gangsbereich von angewandter Mathematik und Informatik. Ihre theoretischen
Wurzeln hat die Computeralgebra in der algorithmisch orientierten Mathematik
des 19. und beginnenden 20. Jahrhunderts sowie in den algorithmischen Verfah-
ren der Logik, die in der ersten Hilfte dieses Jahrhunderts entwickelt wurden.
Praktisch ins Leben gerufen wurde sie schilieBlich durch den Bedarf von An-
wendern in Physik und Mathematik, symbolische Rechnungen durchzufiihren,
die im bendtigten Umfang durch Handrechnung nicht mehr bewéltigt werden
konnten.

Seit den vierziger Jahren entstanden zunichst kleinere Ad-hoc-Systeme zur
Losung spezifischer Probleme. Die Einsicht in die vielfdltigen Wechselbeziehun-
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gen und Abhéngigkeiten der einzelnen Methoden fiihrte dann etwa ab 1960 zur
Entwicklung gréBerer Systeme mit breiteren Einsatzmoglichkeiten. Damit fand
und findet die Computeralgebra immer weitreichendere Anwendungen.

1.2 Allgemeine Charakterisierung

Was soll man nun genau unter Computeralgebra verstehen? In folgenden wird
der Versuch unternommen, in Form von Thesen unser Verstdndnis von Com-
puteralgebra begrifflich zu fassen:

Die Computeralgebra ist ein Wissenschaftsgebiet, das sich mit Me-
thoden zum Losen mathematisch formulierter Probleme durch sym-
bolische Algorithmen und deren Umsetzung in Soft- und Hardware
beschiftigt. Sie beruht auf der exakten endlichen Darstellung endli-
cher oder unendlicher mathematischer Objekte und Strukturen und
ermoglicht deren symbolische und formelmifiige Behandlung durch
eine Maschine. Strukturelles mathematisches Wissen wird dabei so-
wohl beim Entwurf als auch bei der Verifikation und Aufwandsana-
lyse der betreffenden Algorithmen verwendet. Die Computeralge-
bra kann damit wirkungsvoll eingesetzt werden bei der Losung von
mathematisch modellierten Fragestellungen in zum Teil sehr ver-
schiedenen Gebieten der Informatik und Mathematik, sowie in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften.

Die Algorithmen der Computeralgebra gehen typischerweise iiber das reine
Rechnen mit Zahlen hinaus zugunsten des Rechnens mit spezifisch dargestellten
algebraischen Objekten wie etwa Unbestimmten, elementaren Funktionen oder
Permutationen sowie mit logischen Variablen, die Parameterfunktion einneh-
men konnen. Dadurch wird es in vielen Féllen erst méglich, in algebraischen
Strukturen wie Gruppen, Zahlkérpern, Lie-Algebren, Ringen von Differenti-
aloperatoren effektiv zu rechnen. Durch die Verwendung von symbolischen
Parametern wird es moglich, Klassen von Problemen uniform zu behandeln.
Dies kann zum einen der Wirtschaftlichkeit des Problemlosungsvorgangs die-
nen, zum anderen kénnen eventuell vorhandene Instabilitdten der Losungen un-
ter kleinen Abweichungen der Eingabedaten — wie sie z. B. aus der klassischen
numerischen Verarbeitung bekannt sind — erkannt und kontrolliert werden.

In den Entwurf, die Verifikation und die Aufwandsanalyse von Algorith-
men der Computeralgebra gehen anspruchsvolle Methoden der Informatik und
tiefliegende Resultate der strukturellen Mathematik ein. Damit kniipft die
Computeralgebra sowohl an das traditionelle algorithmische Rechnen als auch
an die spiter entwickelte mathematische Strukturtheorie an und entwickelt sie
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mit Hilfe der Informatik zu einem méchtigen Werkzeug der modernen For-
schung und Technologie.

Die Computeralgebra durchdringt viele Gebiete der Mathematik und Infor-
matik. Sie ist aber kein Ersatz fiir mathematische Kreativitit und mathema-
tisches Fachwissen; ebensowenig sind ihre Systeme universelle mathematische
Problemloser. Sie erleichtert jedoch die Benutzung des mathematischen Fun-
dus und ist damit ein wesentliches Hilfsmittel der experimentellen Mathematik
wie auch ein fester Bestandteil des wissenschaftlichen Rechnens. Computeral-
gebra ist in ihrem Ansatz verschieden von der Numerik, kann aber numerische
Verfahren in Genauigkeit und Effizienz steigern. Die Methoden und Resultate
der Computeralgebra sind in eine Reihe von Computeralgebra-Systemen ein-
gegangen, sie erschépft sich jedoch nicht in der Herstellung solcher Systeme.
Insbesondere kann nicht jede Softwareentwicklung auf symbolischer Basis —
man denke an Textverarbeitung, Compilerbau, Computerlinguistik — der Com-
puteralgebra hinzugerechnet werden.

1.3 Auswirkungen der Computeralgebra auf die Lehre

Schon allein das Vorhandensein von Computeralgebra-Systemen als Rechenhilfe
verdndert den Unterricht nachhaltig, unter anderem dadurch, daff es mittler-
weile moglich ist, Losungen fiir rechnerische Standardaufgaben vom Computer
per Tastendruck zu erhalten. Diese Entwicklung wird dadurch beschleunigt,
daB immer mehr Schiiler und Studenten Lizenzen fiir die Nutzung von Compu-
teralgebra-Systemen besitzen bzw. giinstig erwerben kénnen (DERIVE an dster-
reichischen Schulen, MAPLE an Baden-Wiirttembergischen Universititen und
als Campuslizenz an verschiedenen Hochschulen, z. B. an der RWTH Aachen).

Dies bietet die Chance, den Unterrichtsstoff vor allem fiir die an den theo-
retischen Grundlagen weniger interessierten Mathematikanwender (Ingenieure,
Informatiker, Wirtschaftswissenschaftler, Mediziner und Biologen usw.) von
technischem Ballaststoff zu befreien. Es schafft Freiraum, um einerseits anwen-
dungsbezogenere — und damit in der Regel umfangreichere und interessantere
— Beispiele zu behandeln und um andererseits einige weitertragende konzep-
tionelle und begriffliche Anteile der Mathematik zu vermitteln. Durch beides
konnte das Verstdndnis fiir das mathematische Vorgehen und dessen Méglich-
keiten und Grenzen auch bei Nicht-Mathematikern erheblich geférdert werden.
Allerdings birgt diese Entwicklung auch die Gefahr, da§ Handrechnungen und
die damit verbundene Rechenfertigkeit nicht mehr ausreichend geiibt werden,
so daf kiinftig Mathematiker und Mathematikanwender ohne elektronische Un-
terstiitzung Problemen hilflos gegeniiberstehen, die bisher miihelos auch ohne
Einsatz eines Computers geldst werden konnten. Dieser Tendenz sollte im Un-
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terricht, so gut es geht, entgegengewirkt werden.

Der Unterricht in Computeralgebra wird bisher und wohl auch zukiinftig
in zwei Schichten durchgefiihrt. Die erste dient dem FErlernen der sachgerech-
ten Nutzung von Computeralgebra-Systemen. Hierfiir werden zu vielen All-
zwecksystemen (general purpose systems), die im Abschnitt 4.1 zusammenge-
fafit sind, Einfithrungsbiicher angeboten (etwa [10] fiir AXIOM, [3] fiir MAPLE,
[17] fiir MATHEMATICA usw.), die auch zur Vorbereitung von Einftihrungskur-
sen herangezogen werden konnen. Solche finden in regelmiBigen Absténden fiir
Interessenten sowohl aus dem wissenschaftlichen als auch aus dem industri-
ellen Bereich statt und werden teils durch die Hochschulen, teils durch Nut-
zergruppen und andere Organisationen (etwa die GI) angeboten. Ferner gibt
es bereits Lehrbiicher fiir Mathematikkurse, in denen das Erlernen mathema-
tischen Grundwissens mit dem Kennenlernen und Verwenden von Computer-
algebra-Systemen gekoppelt ist. Fiir Systeme mit spezieller Ausrichtung liegt
eine solche bequem zugéngliche Einfiihrungsliteratur zusétzlich zu den Benut-
zerhandbiichern in der Regel nicht vor. Fiir einige von ihnen werden aber ge-
legentlich von den Systementwicklern selbst Workshops bzw. Wochenendkurse
zum Kennenlernen und Einiiben angeboten (etwa fiir CAYLEY, GAP, KANT-
V2, SIMATH etc.).

Die zweite Schicht wendet sich an diejenigen, die ein grundlegendes
Verstindnis der Struktur von Computeralgebra-Systemen und vor allem der
implementierten Algorithmen benétigen, wie es fiir eine kritische Verwendung
dieser Systeme erforderlich ist. Hierzu mufl Spezialliteratur herangezogen wer-
den, die bisher immer noch in unzureichendem Umfang in Lehrbuchform vor-
liegt. Die nttige Kenntnis kann aber auch durch spezielle Vorlesungen und
begleitende Computeralgebra-Praktika vermittelt werden, in denen die Algo-
rithmen in einem gréferen mathematischen Zusammenhang begrifflich aufge-
arbeitet und analysiert werden. Solche werden an einigen Universitidten schon
regelmiBig veranstaltet, sollten aber allgemein in das Vorlesungsangebot auf-
genommen werden. Exemplarisch bieten sich hierfiir Themen an wie ,,Schnelle
Arithmetik“ [12, 8], ,,Unzerlegbarkeit und Faktorisierung® {13, 4], ,,Grébnerba-
sen mit Anwendungen® [8, 5, 1], ,,Algorithmen der algebraischen Zahlentheorie*
[15, 4] ,, Algorithmische Methoden der Gruppentheorie“ [11, 2, 16], ,,Symbo-
lische Behandlung von Differentialgleichungen® und ,,Symbolische Integration“
[8]. Eine Auswah! weiterer Lehrbiicher wie [6] und [14] ist im Abschnitt 5.3
zusammengestellt.

B. Heinrich Matzat (Heidelberg)
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1.4 Auswirkungen der Computeralgebra auf die Forschung

Bereits die vorhandenen Computeralgebra-Systeme werden in zunehmendem
Mafe als wissenschaftliches Hilfsmittel akzeptiert, da sie fiir den Benutzer den
nicht zu unterschitzenden Vorteil bieten, sehr komplexe Rechenvorgidnge durch
Verwendung der im System enthaltenen Algorithmen in relativ kurzer Zeit
programmieren und lésen zu kénnen.

Damit konnen zum Beispiel experimentelle mathematische Untersuchun-
gen in einem bisher nicht erreichbaren Ausmaf durchgefiibrt werden, um
etwa bekannte Vermutungen zu stiltzen oder zu widerlegen oder um neue
Zusammenhinge zu erkennen (Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer,
Zassenhaus-Vermutung iiber Gruppenringe usw.). Da die Formelmanipulation
durch Verwendung von Computeralgebra-Systemen erheblich erleichtert wird,
bietet es sich auch an, rechnerische Beweisteile oder gar ganze logische De-
duktionen dem Computer zu iiberlassen (z.B. Berechnung generischer Cha-
raktertafeln). Dazu gehort auch die Durchfiihrung weit auffichernder endli-
cher Fallunterscheidungen (Vierfarbenproblem) sowie die abschlieBende Un-
tersuchung endlich vieler Ausnahmefille (Diophantische Gleichungen). Ebenso
gehort dazu, daf sich nunmehr die Moglichkeit bietet, einige weitere Probleme
exakt zu 16sen, fiir die frither nur numerische Programmpakete vorhanden wa-
ren. Neben einer grofileren Genauigkeit bei der Auswertung bietet dies den Vor-
teil, daf}' gegebenenfalls dhnliche Probleme durch Parametereinfiihrung simul-
tan gelost werden konnen, was dann zu einer drastischen Zeitersparnis fiithren
kann (algebraische Gleichungssysteme, Integration, Differentialgleichungen).
SchlieBlich bieten einige Computeralgebra-Systeme den Zugriff auf umfangrei-
che und im Wachsen begriffene Datenbanken (z.B. Atlas of Finite Groups),
was Wiederberechnungen hiufig iiberfliissig macht und die Berechnung weite-
rer Daten erheblich vereinfachen kann. Durch diese Eigenschaften erleichtern
und beschleunigen die Computeralgebra-Systeme den Fortschritt auf diversen-
Forschungsgebieten und geben der Forschung selbst damit neue Impulse. Einen
Eindruck hiervon kann man in den Kapiteln 2 und 3 gewinnen.

Um die Grenzen der Anwendbarkeit von Computeralgebra-Systemen zu er-
weitern, muf auch in Zukunft daran gearbeitet werden, neue Algorithmen zu
entwickeln, die Anzahl der implementierten Algorithmen zu erhdhen und die
Effizienz der Implementierungen zu steigern. Die Qualitdt der neuen Algorith-
men ist gegebenenfalls gegeniiber bereits vorhandenen Algorithmen auch in
Abhéngigkeit von den Eingabedaten theoretisch und experimentell abzugren-
zen (z. B. Primzerlegung und Integration). Zum anderen sind die Implementie-
rungen bereits vorhandener Algorithmen miteinander zu vergleichen und soweit
wie moglich zu optimieren. Da die Optimierungsmoglichkeit wesentlich von dem
‘umgebenden Computeralgebra-System abhédngt, kann dies im Bedarfsfall dazu
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fithren, ein neues spezialisiertes Computeralgebra-System zu konzipieren oder
gar neue Hardwarekomponenten einzusetzen.

Des weiteren miissen auch die Grenzen des Erreichbaren erforscht wer-
den. Dazu ist die Untersuchung der Komplexitét eines Problems in geeigneten
Komplexititsmodellen erforderlich. Hierbei ist die Frage nach dem Verhéltnis
der Rechenzeit zur Anzahl der eingesetzten Prozessoren und des bendtigten
Speicherbedarfs sorgfiltig zu untersuchen. Erst mit dieser Kenntnis wird eine
optimale Ausnutzung aller vorhandenen Ressourcen méglich sein.

Schliefflich muf auch die rekursive Darstellbarkeit von Klassen mathemati-
scher Objekte durch Algorithmen intensiver erforscht werden. Dies ist fiir solche
Klassen von besonderem Interesse, die sich bislang einer iibersichtlichen Klassi-
fikation entziehen. Erfolgreiche neuere Beispiele sind hier etwa die Beschreibung
der Raumgruppen durch den Zassenhaus-Algorithmus und die Aufzihlung der
p-Gruppen durch den Newman-Algorithmus.

Uber die Fortschritte in der Computeralgebra wird regelmifig in Fachkon-
ferenzen (siche Abschnitt 5.1 und 5.2) sowie in den Spezialzeitschriften Journal
of Symbolic Computation, Algebra in Engineering, Communication and Com-
puting (AAECC) und diversen weiteren Zeitschriften (siehe Abschnitt 5.4) be-
richtet.

B. Heinrich Matzat (Heidelberg)

1.5 Perspektiven

Entwicklungsperspektiven der einzelnen Schwerpunktgebiete und Anwendun-
gen der Computeralgebra werden in den néchsten beiden Kapiteln im fachlichen
Kontext aufgezeigt. Hier soll deshalb nur eine Ubersicht iiber die wichtigsten
zu erwartenden generellen Entwicklungslinien gegeben werden.

Man kann zur Zeit bei der Computeralgebra eine Entwicklung beobach-
ten, wie sie vor etwa dreiflig Jahren &hnlich bei der Numerik eingesetzt hat.
Gehoren heute numerische Methoden und Pakete zu den Standardwerkzeu-
gen in allen Bereichen der Naturwissenschaften, der Ingenieurwelt, aber auch
in der Wirtschaft, so werden Computeralgebra-Methoden und -Systeme kiinf-
tig dhnlich weit verbreitet sein und selbstverstindlich eingesetzt werden. Die
Gesamtheit der Computeralgebra-Systeme wird eine weitgehend vollstindige
Sammlung der bekannten Algorithmen enthalten und Zugriff auf eine Fiille
bereits erworbenen Faktenwissens in Form von Datenbanken besitzen. Zudem
werden iiber die Computeralgebra-Systeme verbesserte oder gar neue Algorith-
men relativ schnell Verbreitung finden und damit einem weiten Anwenderkreis
(mit einer Kurzbeschreibung) zur Verfiigung stehen. Dadurch werden mit den
Algorithmen betrichtliche Teile der konstruktiven Mathematik als intelligentes
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Werkzeug mit einer einfachen Gebrauchsanweisung (Black Boz) verfiigbar sein,
was die Losung immer komplexerer Probleme erméglichen wird.

Zusétzlich werden die Computeralgebra-Systeme immer stirker auch Zugriff
auf numerischen Pakete haben und diese integrieren. Aber auch der umgekehrte
Weg muf beschritten werden. So wie man heute FORTRAN-Routinen aus Bi-
bliotheken in ein Programm einbindet, so muf} es in der Zukunft méglich sein,
auch Routinen der Computeralgebra in anderen Programmen aufzurufen. Be-
queme Benutzeroberflichen werden es dabei auch Nichtexperten erméglichen,
durch einfache Eingaben mathematisches Faktenwissen abzufragen und mathe-
matische Standardaufgaben zu 16sen.

Dafiir werden Mathematiker in zunehmendem Mafle allgemeinere Bera-
tungsfunktionen iibernehmen miissen und bei der mathematischen Model-
lierung komplizierter Probleme mitwirken. Es wird Spezialberatungen fiir
Computeralgebra geben, die von der richtigen Auswahl eines Systems, von
Einfithrungskursen bis zur Entwicklung von Anwendungspaketen reichen wird.
Bereits heute gibt es solche Consulting-Angebote z. B. in Deutschland, Oster-
reich und in den Niederlanden.

In der Spitzenforschung auf dem Gebiet des wissenschaftlichen Rechnens
war es immer schon notwendig, fiir viele Probleme spezielle Algorithmen zu ent-
wickeln und problemabhingige Implementierungen durchzufiihren, da hierzu
die zur Verfiigung stehenden Systeme oft nicht ausreichten. Dies zieht den
Wunsch nach sich, die Reichweite der Computeralgebra-Systeme zu vergréfern,
damit sie auch fiir solche Fragestellungen und besonders komplexe Anwendun-
gen aus anderen Gebieten attraktiv werden. Dies wird eine Reihe von For-
schungsaktivitdten innerhalb der Computeralgebra férdern oder erst ins Leben
rufen. Fiir eine grofle Anzahl von weiteren Aufgaben sind neue bzw. schnel-
lere Algorithmen zu finden, geschicktere Implementierungen durchzufiihren,
Spezialsysteme zu entwickeln oder gar Hardware-Realisierungen vorzunehmen.
Hierbei ist insbesondere auch auf eine optimale Auslastung der vorhandenen
Hardware und Rechnerumgebung zu achten, d. h. neben Problemen der reinen
Rechenzeit werden Fragen nach der Aufteilbarkeit, der Parallelisierbarkeit und
des gesamten bzw. verteilten Speicherbedarfs weiter an Bedeutung gewinnen.

Fiir die Entwicklung von Computeralgebra-Systemen bilden sich demnach
die folgenden Perspektiven heraus: Zum einen erwarten wir, daff die Allzweck-
systeme weiter wachsen und an Effizienz wie auch an Bedienerfreundlichkeit
zunehmen werden. Zum anderen ist abzusehen, dafl diese trotz der Fortschritte
im Hardwarebereich in der Regel nicht in der Lage sein werden, die fiir komplexe
Aufgabenstellungen bendtigten Rechenkapazititen bereitzustellen. Hierfiir sind
und werden auch kiinftig spezielle Programmpakete bzw. spezialisierte Com-
puteralgebra-Systeme entworfen und verwendet werden. Um dabei die Arbeit
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auf das Notwendige zu beschrinken, muf} dringend iiber die Méglichkeiten von
Standardisierung nachgedacht und die Offnung von Computeralgebra-Systemen
vollzogen werden, so dafl bedarfsangepafite Programmteile leicht in ausgereifte
Systeme integriert werden konnen und der Datenaustauch zwischen verschiede-
nen Systemen erleichtert wird. Ferner wire es wiinschenswert, wenn zumindest
die grundlegenden Algorithmen in standardisierter Form und eventuell auf Pro-
zessorebene realisiert als Plattform fiir die Entwickler spezieller Systeme und
Programmpakete zur Verfligung stiinden. Das wiirde dann auch den Austausch
von Softwareteilen von Systemen mit derselben Plattform erheblich erleichtern.
Aus seiner Sicht hat Herr B. Fuchssteiner in [7] einen 10-Punkte-Wunschkatalog
fiir zukiinftige Allzwecksysteme zusammengestellt.

In néchster Zeit wird auch das Problem der Autorisierung und Referierung
von Computeralgebra-Systemen stérker ins Blickfeld geraten. Auch fiir Nicht-
experten sollte zu gegebener Zeit iiberpriifbar sein, ob durch einen Fehler in
einem Computeralgebra-System falsche Daten in Umlauf geraten sind. Hierzu
miissen allerdings die Anwender konsequent iiber die verwendeten Versionen
der Computeralgebra-Systeme buchfilhren und diese bei Veréffentlichungen
als Hilfsmittel bekanntgeben. Anderungen und aufgetauchte Fehler in einem
autorisierten Computeralgebra-System miissen unverziiglich und mit Hinweis
auf die potentielle Auswirkung den Benutzern mitgeteilt und allgemein pu-
blik gemacht werden, damit auf dieser Version basierende Resultate gegeben-
falls iiberpriift werden. Autorisierte Versionen von Computeralgebra-Systemen
miissen zur spiteren Uberpriifung fiir lange Zeit verfiigbar gehalten werdenn.

Die Weiterentwicklung und Wartung derjenigen Systeme, die obigen Erfor-
dernissen geniigen wollen, wird soviel Ressourcen in Anspruch nehmen, daff
deren Finanzierung in der Regel nur durch eine Kostenbeteiligung der Benut-
zer, etwa in Form von Service- oder Lizenzgebithren sichergestellt werden kann.
Dagegen werden experimentelle und stark spezialisierte Programmpakete und
Systeme im wesentlichen frei erhiltlich sein, wofiir man bei diesen dann al-
lerdings wohl kaum einen Anspruch auf einen standardisierten Wartungs- und
Kontrollservice haben wird.

Johannes Grabmeier und B. Heinrich Matzat (Heidelberg)
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2 Themen und Schwerpunkte der Computeral-
gebra

Im Folgenden werden zentrale Themen und Schwerpunkte der Computeralge-
bra behandelt. Allein an Hand der Uberschriften 148t sich das groBe Spektrum
der an der Computeralgebra beteiligten Richtungen und Gebiete ablesen. Um
so schwieriger gestaltet sich eine alles beriicksichtigende und alle gleichermafien
befriedigende Strukturierung. Wir haben deshalb folgende Anordnung gewé&hlt.
Im ersten Teil (Abschnitte 2.1 bis zum Anfang von 2.3) sind Grundlegende
Algorithmen und Methoden der Computeralgebra behandelt, daran schlieit sich
Computeralgebra in mathematischen Teilgebieten (von Abschnitt 2.3 bis 2.13)
an. Es folgen — teilweise iiberlappend — die Informatikaspekte der Computer-
algebra (Abschnitte 2.11 bis 2.17). Die Uberginge sind jeweils flieBend. Aus
diesem Grund werden die einzelnen Abschnitte auch ganz bewuft fortlaufend
numeriert.

2.1 Exakte Arithmetik
2.1.1 Langzahlarithmetik

Die Basis von Computeralgebra-Softwaresystemen ist eine effiziente Implemen-
tierung der Arithmetik ganzer Zahlen. Man unterscheidet hier Realisierungen
mit begrenzter Genauigkeit, die durchaus einige tausend Byte pro Zahl umfas-
sen konnen (PL/1) und Realisierungen beliebiger Genauigkeit, die nur von der
Speichergrofie abhéngen. Da die Lénge der entstehenden ganzen Zahlen schon
bei einfachen Computeralgebra-Algorithmen schwer voraussagbar ist, werden
dynamische Datenstrukturen zur Realisierung langer Zahlen verwendet. Diese
kann etwa in polynomialer Form nach Potenzen einer Basiszahl (vgl. 2.1.2)
oder gelegentlich auch in modularer Form nach Zahlen im Wortlangebereich
(vgl. 2.1.4) geschehen. Das Problem der dynamischen Speicherverwaltung ist
daher zentral fiir jedes Computeralgebra-System im Unterschied zu Systemen,
bei denen numerische Anwendungen im Vordergrund stehen.

Auf der Basis effizienter ggT-Algorithmen (vgl. Abschnitt 2.1.3) fiir ganze
Zahlen beliebiger Lange 148t sich die Arithmetik rationaler Zahlen exakt reali-
sieren, wobel allerdings der Aufwand fiir alle Grundoperationen vom Aufwand
des ggT-Algorithmus dominiert wird.

Zur Kennzeichnung reeller Zahlen kann man Intervalle mit rationalen End-
punkten verwenden. Da mit Intervallen nur Ringoperationen ausgefithrt wer-
den, geniigt eine bindr rationale Arithmetik. Dies ist eine rationale Arithmetik,
bei der alle Nenner Zweierpotenzen sind. Sehr nahe mit der binidr rationalen
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Arithmetik verwandt ist die Gleitkomma-Arithmetik mit beliebig langen Man-
tissen und Potenzen zur Basis 2. Diese wird z. B. durch bigfloats in MACSYMA
realisiert.

Einige wenige Computeralgebra-Systeme verwenden nicht-klassische Algo-
rithmen fiir die Ganzzahlarithmetik, z.B. den Karatsuba-Algorithmus. Er-
staunlicherweise ist sogar auch der Algorithmus von Schonhage und Strassen fiir
die Multiplikation ganzer Zahlen maschinell realisiert, z. B. in Kyoto-Common-
LISP, das kein Computeralgebra-System, aber eine Softwarebasis fiir ein solches
System wie MACSYMA darstellt.

Es ist i.a. ein hoher Preis fiir die exakte Arithmetik zu zahlen, so dafl die
Analyse der Effizienz auch neuartiger Algorithmen ein Forschungsthema ist.
Wie weit man etwa bei der Schénhage-Strassen-Multiplikation vom algorith-
mischen Optimum entfernt ist, ist zur Zeit unbekannt, da bisher keine nichs-
trivialen unteren Schranken (siehe auch 2.11) fiir die Multiplikation gefunden
wurden. Viele grundlegende Algorithmen werden im Buch [4] von D.E. Knuth
behandelt. Dort findet man auch weitere Literaturhinweise.

Riidiger Loos (Tiibingen)

2.1.2 Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen

Das Rechnen mit Polynomen f(z) = apz™ + a1z" "1 + ... + a, in einer Varia-
blen z iiber einem kommutativen Ring R mit Einselement erfolgt in Analogie
zur Langzahlarithmetik, indem man f(z) als Koeffiziententupel (ao, ..., an)
darstellt. Damit lassen sich Addition, Subtraktion und Multiplikation einfach
realisieren, wobei allerdings Ubertriige entfallen. Fiir schnelle Multiplikation
gibt es dhnliche Verfahren wie in 2.1.1, die etwa auf Fast Fourier Transfor-
mation beruhen. Uber diese Basisoperationen hinausgehend sind von Interesse:
Division, grofiter gemeinsamer Teiler und Faktorisierung in Primpolynome, falls
man fiir R selbst einen Algorithmus zur eindeutigen Primfaktorzerlegung be-
sitzt. Hierzu vergleiche man die Ausfilhrungen in 2.2.1 und 2.2.2. Wichtig sind
auflerdem schnelle Verfahren zur Berechnung des Wertes eines Polynoms f(zo)
fiir Argumente zo aus Oberringen von R (siehe [4]) sowie effiziente Verfahren -
zur Berechnung von zff fiir groe Exponenten n.

In der Praxis spielen oft diinn besetzte Polynome eine wesentliche Rolle.
Dies sind Polynome, bei denen viele der Koeffizienten a; Null sind. Sie werden
normalerweise reprisentiert, indem man nur die Paare (4, a;) mit a; ungleich 0
speichert. Entsprechend sind fiir sie modifizierte Rechenmethoden zu verwen-
den, deren Aufwand nicht vom Grad, sondern von der Anzahl der gespeicherten
Paare abhéngt.
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Fir Polynome in mehreren Variablen werden im Wesentlichen zwei Dar-
stellungen verwendet: rekursiv (als univariate Polynome, deren Koeffizienten
wiederum Polynome in mehreren Variablen sind) und distributiv (als Summe
von Monomen, die ihrerseits Paare von Basiskoeflizienten und Termen (Potenz-
produkten der Variablen) sind). Die rekursive Darstellung wird verwendet, falls
die behandelten Probleme rekursiver Natur sind (z. B. Faktorisierung, Resul-
tanten), die distributive Darstellung dagegen, falls die Probleme hauptséchlich
eine Behandlung der Terme erfordern (z.B. flexible Wahl der Ordnung der
Terme, Grobner Basen). Die Komplexitét vieler Algorithmen ist durch d” be-
stimmt, wobei r die Anzahl der Variablen und d den maximalen Grad der
Polynome in einer Variablen (bei dichter Darstellung) bzw. die Anzahl der von
Null verschiedenen Koeflizienten (in diinner Darstellung) bedeutet.

Die Darstellung rationaler Funktionen schlieflich geschieht mit analogen
Techniken wie das Rechnen mit Briichen (vgl. 2.1.1 und 2.1.3), wobei hier
Zzhler und Nenner wieder Polynome sind. Dabei ist zu beachten, dal das Nen-
nerpolynom zwar als Polynom ungleich Null ist, i.a. jedoch Nullstellen besitzen
kann, die dann Polstellen der rationalen Funktion liefern.

Wegen ihrer unendlichen Natur sind formale Potenzreihen Y .o a;z*, Lau-
rentreihen 350 a;z' und Puiseuxreihen Y o0 a;z*/® i.a. nicht endlich
reprisentierbar. Eine Ausnahme bilden Reihen, deren Koeffizienten entweder
explizit formelmifBig gegeben sind oder fiir die eine Rekursionsformel besteht.
Solche Reihen kann man in einem Computeralgebra-System als endliche Liste
von {bereits berechneten) Anfangskoeffizienten zusammen mit einer Funktion
zur Berechnung der iibrigen Koeflizienten reprisentieren. Diese lazy evaluation-
Technik (Stréme) ist etwa im System AXIOM realisiert (siehe [1]). Eine alter-
native Technik ist das Abschneiden an einer festen (vorher gewé#hlten) Stelle
und Verwendung von Polynomarithmetik. Auch die Inverse einer Potenzreihe
(falls deren konstanter Term invertierbar ist) bzw. einer Laurent- oder Pui-
seuxreihe — und damit die Division —, kann in diesen Datenstrukturen realisiert
werden, etwa durch rekursives Berechnen der Koeflizienten.

Multivariate Potenzreihen kdnnen entsprechend durch Stréme von homoge-
nen Polynomen realisiert werden (z. B. in AXIOM).

Michael E. Pohst (Diisseldorf), Johannes Grabmeier (Heidelberg), Heinz
Kredel und Volker Weispfenning (Passau)

2.1.3 Euklidischer Algorithmus und Kettenbriiche

Nach den Grundrechenarten ist die Berechnung des gréfiten gemeinsamen Tei-
lers die wichtigste Aufgabe in einer Arithmetik ganzer Zahlen. Der Fuklidi-
sche Algorithmus berechnet diesen durch fortgesetzte Division mit Rest. Da-
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bei erhdlt man auf Wunsch auch eine Darstellung als Z-Linearkombination
d =ggT(a,b) =u-a+v-bund die Kettenbruchentwicklung von a/b.

Eine Kettenbruchentwicklung ist fiir alle reellen Zahlen durchfithrbar und
liefert eine Folge rationaler Approximationen, die in einem gewissen Sinne op-
timal sind (zur Theorie siehe [10] oder irgendein Standardwerk der Zahlen-
theorie). Anwendung findet dies bei der Bestimmung von Z&hler und Nen-
ner einer rationalen Zahl aus einer angeniherten Dezimaldarstellung, bei der
Faktorisierung ganzer Zahlen [8] und bei der Berechnung von Grundeinheiten
in reell-quadratischen Zahlkorpern, was zu Losungen gewisser diophantischer
Gleichungen dquivalent ist.

Allgemeiner konnen Kettenbruchverfahren bei solchen Klassen diophanti-
scher Gleichungen erfolgreich eingesetzt werden, deren Losungen mit rationa-
len Approximationen von irrationalen Quotienten der Logarithmen zweier alge-
braischer Zahlen in Beziehung stehen. Das Buch [2] enthilt eine Einfiihrung in
diese Thematik einschlieflich der mehrdimensionalen Verallgemeinerungen, bei
denen z. B. Gitterreduktionsverfahren die Rolle des Euklidischen Algorithmus
ibernehmen (siehe auch [11, Ch. 3]).

Viele Algorithmen der Computeralgebra werden in ihrer Effizienz von der
Laufzeit des Euklidischen Algorithmus stark beeinflufit. Daher ist eine Be-
schleunigung dieses Algorithmus von beonderem Interesse. So erlaubt eine Idee
von Lehmer die fast ausschliefliche Verwendung von Divisionen ,kleiner* Zah-
len (im Wortlingenbereich des Computers), was in der Praxis eine deutliche
Verbesserung nach sich zieht.

Eine weitere Beschleunigung kann durch eine bin3re Variante des Eukli-
dischen Algorithmus erreicht werden, die ausschlieflich Vergleiche, Additio-
nen, Subtraktionen und ,,Shifts* (Divisionen und Multiplikationen mit Poten-
zen von 2) verwendet. Besonders geeignet ist dies fiir Hardware-Realisierungen
ganzer Zahlen mit Hilfe extrem langer Register (im Bereich einiger Tausend
Bits) und oben genannter Grundoperationen. In diesem Modell liegen die Mul-
tiplikation, die Division und die Berechnung des gréfiten gemeinsamen Teilers
samt Z-Linearkombination in der gleichen Aufwandsklasse [15].

Eine umfassende Darstellung und Aufwandsanalysen der Varianten des Eu-
klidischen Algorithmus findet man in [4, Ch. 4.5].

Gerhard Niklasch (Miinchen) und Ralf Dentzer (Heidelberg)

2.1.4 Modulares Rechnen und Chinesischer Restesatz

Modulares Rechnen, also das Rechnen mit den Restklassen ganzer Zahlen,
modulo einer natiirlichen Zahl m, geschieht vertreterweise. Um Vergleiche zu
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ermoglichen, wird ein Vertretersystem ausgewahlt, gewohnlich {0,...,m — 1}.
Die modulare Multiplikation erfordert dann eine Multiplikation und eine Di-
vision mit Rest (durch m) von ganzen Zahlen; bei ungeradem m kann die
Division umgangen werden. Elemente, die zu m teilerfremd sind, kénnen im
Ring Z/mZ invertiert werden; der Euklidische Algorithmus liefert nimlich
1=ggT(a,m)=1u-a+ v -m, und u ist modulo m das Inverse zu a.

Hat man eine Zerlegung von m = m; - - - m, in paarweise teilerfremde Zahlen
m,..., M, s0 gilt der Chinesische Restesatz, d.h. zu vorgegebenen Restklas-
sen modulo m; mit Vertretern a;, ¢ = 1,...,7, gibt es genau eine Restklasse
modulo m mit Vertreter a, so daf§ a fiir alle i = 1,...,r in der Restklasse von
a; modulo m; liegt. Dies erlaubt die Aufteilung eines Problems, fiir das man
eine Losung modulo m sucht, in kleinere Probleme, deren Losungen dann zu
einer Gesamtlosung zusammengesetzt werden kdnnen. Insbesondere kann die-
ses Verfahren auch zum Rechnen mit langen Zahlen eingesetzt werden, indem
man modulo hinreichend vieler ,kleiner* Primzahlpotenzen (im Wortlingen-
bereich des Computers) rechnet. Die effektive Durchfithrung des Chinesischen
Restesatzes wird durch den Euklidischen Algorithmus ermoglicht.

Dieses Vorgehen lifit sich in verschiedener Weise verallgemeinern und vari-
ieren. Aus jeder Identitét im Polynomring Z[X},..., X,] gewinnt man durch
Reduzieren der Koeffizienten modulo m eine Identitat {iber dem Restklassen-
ring Z/mZ. Ganzzahlige Probleme werden so in Probleme iiber einem endlichen
Ring transformiert, wo sie in der Regel wesentlich schneller (und mit tiberschau-
barem Speicherplatzbedarf) gelost werden koénnen; danach miissen die modu-
laren Losungen wieder nach Z hochgehoben bzw. als dort nicht realisierbar
nachgewiesen werden. Das klassische Anwendungsbeispiel fiir diese Strategie
ist das Faktorisieren eines Polynoms aus Z[X] (siehe Abschnitt 2.2.2).

Modulares Rechnen im weiteren Sinne umfaft auch das Rechnen mit alge-
braischen Zahlen, dargestellt etwa als Restklassen von Z[X] modulo einem irre-
duziblen Polynom, gegebenenfalls zusammen mit einem ganzrationalen Nenner.
Ferner gehort auch die Arithmetik in endlichen Kérpern von Primzahlpotenz-
ordnung dazu (vgl. Abschnitt 2.1.6). Diese Themen werden ausfiihrlich in [11]
bzw. in [6] sowie {7, Ch. 6] diskutiert. Die Anwendungen sind zahllos; erwahnt
sei nur das Stichwort Schnelle Diskrete Fouriertransformation (FFT, ihrerseits
die Grundlage fiir asymptotisch schnelle Methoden zur Multiplikation groBer
ganzer Zahlen).

Gerhard Niklasch (Miinchen) und Ralf Dentzer (Heidelberg)
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2.1.5 p-adische Zahlen und Approximationen

Analog zur Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen durch
Vervollstindigung mittels des Absolutbetrags kann man zu jeder Primzahl p
eine entsprechende Vervollstdndigung Q,, der rationalen Zahlen beziiglich der p-
adischen Bewertung | |, durchfithren. Dies ist eine diskrete nicht-archimedische
Bewertung, die gegeniiber dem gewdthnlichen Absolutbetrag Vorziige hat, die
das Rechnen in Q, effektiver gestalten als mit reellen Zahlen. Beispielhaft seien
erwahnt, dafl eine Reihe von p-adischen Zahlen bereits dann konvergiert, wenn
die Folge der p-Betrige der Summanden gegen Null konvergiert und dafi zu
jedem z € Q, mit |z|, < 1 in jeder | |,-Umgebung von z eine ganze rationale
Zahl existiert. Diese so entstehenden p-adischen Zahlen lassen sich durch for-
male Potenzreihen in p mit endlich vielen negativen Gliedern (Laurentreihen)
darstellen. Das Rechnen mit ihnen erfolgt analog zum Rechnen mit Potenzrei-
hen [4, Ch. 4.7], nur daB hier Ubertrige erforderlich werden, die von links nach
rechts (statt wie {iblich von rechts nach links) erfolgen.

Ahnlich wie man reelle Zahlen durch Gleitkommazahlen mit beliebig lan-
gen Mantissen darstellt, lassen sich auch Elemente von (J, beliebig genau
durch abbrechende Reihen R = Y, aip* mit a; € {0,1,...,p — 1} und
M,N € Z, N > M approximieren. Die Approximationsgiite wird dabei durch
den p-adischen Betrag | |, gemessen. Das Arbeiten mit Approximationen R
zu z € Q, 14t sich so interpretieren, dal man Zahlen r € ;}WZ konstruiert,
die zu = modulo pV fiir geniigend groBes N kongruent sind. Das wichtigste
Hilfsmittel, um die Kongruenz modulo p"V zu einer modulo pN*1! zu liften, ist
das Henselsche Lemma, eine Art p-adisches Analogon zum Newton-Verfahren.
Gegeniiber dem Newton-Verfahren besitzt es zudem den Vorteil, dal es stets
konvergiert, sobald die Anfangsbedingungen erfiillt sind. Speziell lassen sich
hiermit Approximationen von Wurzeln rationaler Zahlen berechnen, falls diese
Wurzeln dem Koérper @, angehoéren.

Einen recht guten Uberblick iiber dieses Gebiet liefert das Buch von Koblitz

[5].
Michael E. Pohst (Diisseldorf)

2.1.6 Endliche Kérper

Das Rechnen mit endlichen Koérpern F hat in den letzten Jahrzehnten reich-
haltige Anwendungen in der Codierungstheorie und der Kryptographie gefun-
den(siehe auch Abschnitt 2.12). Die Arithmetik in F ist besonders einfach fiir
die Restklassenkérper F, = Z/pZ. In ihnen reduziert sich die Arithmetik auf
modulares Rechnen (zur Inversenbildung benétigt man den erweiterten Eukli-
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dischen Algorithmus, siehe 2.2.1 und 2.1.3). Endliche Korper F,, deren Anzahl
von Elementen eine Primzahlpotenz ¢ = p™ ist, sind schwieriger zu realisieren.
Zu ihrer Erzeugung geniigt ein normiertes irreduzibles Polynom f vom Grad
n aus F,[z]. Die Arithmetik kann dann durch Rechnen mit Polynomen mo-
dulo f realisiert werden. Die Wahrscheinlichkeit, ein solches zuféllig zu finden,
ist relativ gut, némlich 1/n. Allerdings bendtigt man dann einen Irreduzibi-
lit4tstest, etwa das Verfahren von Berlekamp (siehe 2.2.2). Deterministische
Methoden zur Erzeugung eines solchen Polynoms sind im allgemeinen rekursiv
und ziemlich kompliziert [11].

Zus#tzlich nutzt man gern die Tatsache aus, dafl die multiplikative Gruppe
von Iy zyklisch ist. Dazu ist zuerst ein erzeugendes Element { (sogenannte Pri-
mitivwurzel) von Fy \ {0} als Restklassenvertreter eines Elements von F, [z]/(f)
zu finden, was sehr zeitaufwendig sein kann. Hat man jedoch ¢ bestimmt, so
kann man eine Indextabelle anlegen, bestehend aus den Restklassenvertretern
von a € F, und dem durch ¢indl@) = o definierten Exponenten ind(a). Mit
dieser 148t sich die grundlegende Arithmetik von F, zumindest fiir kleine g sehr
einfach und schnell abwickeln: Multiplikation durch Addition der der Indizes,
Addition {iber die Restklassenvertreter. Will man sich bei der Datenreprésen-
tation nur auf die Exponenten beschrinken, kann man die Addition wegen
¢+ ¢7 = (1 + ¢7%) auf das Nachschauen in einer Tabelle von Zech- oder
Jacobilogarithmen, definiert durch (%) = 1 + ¢, reduzieren.

Fir grofle ¢ betrachtet man F, als F,-Vektorraum und benétigt dann eine
Multiplikationstabelle fiir die Basiselemente {1, 3, ..., 87!} mit der Restklasse
08 von z. Damit erfolgt das Rechnen durch Riickfithrung auf die Multiplikation
von Basiselementen. Diese Tabelle spielt eine besondere Rolle auch bei der Nor-
malbasisdarstellung eines endlichen Korpers. Hat § die Eigenschaft, dafl seine
p-Potenzen eine F,-Basis (3]0 < i < n — 1) bilden, kann diese zur Darstel-
lung der Elemente und der Arithmetik benutzt werden. Ein Vorteil ist, daf sich
der Frobenius-Automorphismus ¢ : F; — F; : o — o als zyklische Verschie-
bung der Koordinaten realisieren 148t. Forschungen in jlingster Zeit befassen
sich mit der Konstruktion von Normalbasen, bei denen die Multiplikationsta-
belle nur wenige — bei optimalen Normalbasen nur 2n — 1 — von 0 verschiedene
Eintrige besitzt, siehe dazu auch den Abschnitt 2.17.

Die verschiedenen Konstruktionen endlicher Kérper haben verschiedene
Vor- und Nachteile im Laufzeit- und Speicherverhalten, so daff deren Auswahl
von der geplanten Anwendung abhingt. Eine genaue Beschreibung dieser un-
terschiedlichen Methoden und einer Implementierung findet man in [3].

Zum Problem der Einbettung von verschiedenen endlichen Koérpern in
grofere gibt es einen Vorschlag von J.H. Conway, norm-kompatible irreduzi-
ble Polynome zur Konstruktion zu benutzen. Diese Conway-Polynome sind i.a.
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schwer zu berechnen, hat man sie aber, so ist die Einbettung leicht durch Mul-
tiplikation mit einer natiirlichen Zahl zu erhalten. Fiir eine Darstellung dieser
Ideen zusammen mit einer analogen Theorie spur-kompatibler Polynome und
Konstruktionen des algebraischen Abschlusses eines endlichen Korpers sei auf
[12, 13] verwiesen.

Wichtige Anwendungen endlicher Koérper finden sich in der Faktorisie-
rung von Zahlen und Polynomen (hier: Verfahren von Berlekamp und Cantor-
Zassenhaus), sieche Abschnitt 2.2.2. Ein tiefliegendes Problem ist ferner das
Auffinden diskreter Logarithmen, das heifit einer natiirlichen Zahl z, die zu ge-
gebenen a,b € F, die die Gleichung a® = b erfiillt, falls ein solches z existiert.
Eine Ubersicht dariiber findet man im Buch von Odlyzko [9].

Als Standardwerk tiber endliche Korper ist das Buch [6] von Lidl und Nie-
derreiter anzusehen.

Michael E. Pohst (Diisseldorf) und Johannes Grabmeier (Heidelberg)
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2.2 Algorithmen fiir Polynome und Potenzreihen
2.2.1 Der Divisionsalgorithmus

In univariaten Polynomringen K[X]iber einem Kérper K bildet der Divisions-
algorithmus die Grundlage fast aller symbolischen algorithmischen Verfahren.

Er ordnet jedem Paar (f,g) € K[X)? mit Grad(g) > 0 ein eindeutig
bestimmtes Paar (¢,7) € K[X]? so zu, daB f = gg + r und r = 0 oder
Grad(r) < Grad(g). Durch Iteration des Divisionsalgorithmus erhilt man den
Euklidischen Algorithmus, der einen groBten gemeinsamen Teiler d € K[X] von
f und g ausgibt; ferner als erweiterter Euklidischer Algorithmus (vgl. Abschnitt
2.1.3) auch die zugehorigen Kofaktoren. Der Euklidische Algorithmus ist auch
der wesentliche Bestandteil der quadratireien Zerlegung von Polynomen (siche
Abschnitt 2.2.2). Durch Multiplikation des Dividenden f mit einer geeigne-
ten Potenz des hochsten Koeffizienten ¢ von g kann der Divisionsalgorithmus
nennerfrer durchgefithrt werden; in dieser Form, d. h. als Pseudodivisionsalgo-
rithmus, ist er auch iiber einem beliebigen Integritdtsbereich K giiltig. Auch
er liefert durch Iteration den ggT von f und g {iber einem Koérper K bis auf
einen konstanten Faktor, ferner fiir Polynome f, g mit unbestimmten Koeffizi-
enten bis auf ein Vorzeichen und eine Potenz des hochsten Koeffizienten von
g die Resultante von f und g. Im Spezialfall ¢ = f’ geht die Resultante iiber
in die Diskriminante von f. Siehe [19] sowie [16] fiir eine Ubersicht iiber Va-
rianten und Optimierungen des iterierten Pseudodivisionsalgorithmus, insbe-
sondere den Subresultantenalgorithmus. Zu Fragen der Komplexitédt vgl. ferner
Abschnitt 2.11.

Idealtheoretisch betrachtet, berechnet der Euklidische Algorithmus — itera-
tiv auf endlich viele Polynome f1,..., fn € K[X] angewandt — in der Form des
ggT von fi,..., fm ein erzeugendes Element fiir das Ideal I = Id(fy,..., fm)-
Durch diese Darstellung von I als Hauptideal lassen sich die grundlegenden
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Operationen auf Idealen von K{X] (wie Produkt, Durchschnitt, Quotient, Bil-
dung des Radikals) algorithmisch durchfiihren. Geometrisch gesehen erhélt man
somit - mit Hilfe des Hilbertschen Nullstellensatzes - ein algorithmisches Krite-
rium dafiir, ob es im algebraischen Abschlufi K von K eine gemeinsame Null-
stelle von fy,..., fm gibt, an der weitere Polynome g1,...,9x € K[X] nicht
verschwinden.

In univariaten formalen Potenzreihenringen iiber einem Korper sind die
entsprechenden Probleme fast trivial zu losen: Eine Potenzreihe f teilt eine
andere g genau dann, wenn fiir die entsprechenden Ordnungen gilt, ord(f)
teilt ord(g). Damit ist der gréBite gemeinsame Teiler einer Menge von Potenz-
reihen einfach ein Element dieser Menge von minimaler Ordnung. Allerdings
sind Potenzreihen, algorithmisch gesehen, unendliche Objekte; demgem&f 148t
sich der Quotient von zwei Potenzreihen nur bis auf beliebige, aber endliche
Genauigkeit berechnen. Solche Berechnungen lassen sich realisieren z. B. durch
Modellierung von Potenzreihen als Stréme, sieche Abschnitt 2.1.2.

Volker Weispfenning (Passau)

2.2.2 Faktorisieren von Polynomen

Seit Carl Friedrich Gaufl wissen wir, daf) sich ein Polynom (in mehreren Va-
riablen) iiber einem Korper (im wesentlichen) eindeutig in ein Produkt von
irreduziblen Polynomen faktorisieren 148t. Die Frage, wie man diese Zerlegung
effizient durchfiihrt, ist eines der hiibschesten und erfolgreichsten Gebiete der
Computeralgebra.

Im folgenden gehe ich zunéchst auf die Berechnung von gréfiten gemein-
samen Teilern (ggTs), der quadratfreien Zerlegung und der Partialbruchzer-
legung ein. Dann berichte ich iiber das Faktorisieren von Polynomen in einer
Variablen iiber endlichen Korpern, iiber den rationalen Zahlen und iiber alge-
braischen Zahlktrpern, und schliefllich iiber Polynome in mehreren Variablen.
Eine ausfiihrlichere Darstellung und Referenzen findet man in den drei Uber-
sichtsartikeln von Kaltofen [12, 14, 15].

Der erweiterte Euklidische Algorithmus fiir Polynome in einer Variablen
iiber einem Korper hat zahlreiche wichtige Anwendungen: Chinesischer Rest-
satz, Interpolation, Inversion in Erweiterungsringen, linear rekurrente Folgen,
lineare Algebra fiir schwach besetzte Matrizen & la Krylov, Dekodieren von
BCH-Kodes (Berlekamp-Massey Algorithmus). Die Subresultantentheorie lie-
fert theoretische Einsichten, Strategien zum Vermeiden von zu groflen Zwi-
schenresultaten und vor allem die wichtigen modularen Algorithmen fiir Poly-
nome in mehreren Variablen tiber Q.
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Studium von Pflasterungen (s. z.B. 4.4.11 bzw. [6] fiir eine computergestiitzte
Diskussion chemisch relevanter Pflasterungen) bis hin zu Fragen aus der Theo-
rie der Orbifolds bzw. der sog. Delaney-Symbole (vergl. [3]), welche sich zu
Orbifolds verhalten wie simpliziale Komplexe zu topologischen Riumen, also
insbesondere eine von Computern verwertbare Datenstruktur zur Analyse und
Manipulation von Orbifolds darstellen. Dementsprechend bendtigt ihr Studium
sowohl algorithmische Verfahren aus der kombinatorischen Gruppentheorie —
die Konstruktion von {endlichblétterigen) Uberlagerungen mit vorgegebenen
Verzweigungseigenschaften entspricht z. B. dem Aufsuchen von Untergruppen
mit speziellen Eigenschaften (und von endlichem Index), ist aber in der Regel
noch um einiges komplizierter — ais auch aus der algorithmischen Topologie,
wie sie etwa in den letzten Jahren von Wolfgang Haken entwickelt worden ist.
Diese allerdings ist ihrerseits entscheidend angewiesen auf die Entwicklung ef-
fizienter Verfahren zur vollstdndigen Ermittlung aller Lsungen von groflen,
ganzzahligen, linearen Gleichungssystemen in nichtnegativen ganzen Zahlen,
welche nicht bereits als Summe solcher Lisungen dargestellt werden kénnen.

Fortschritte auf diesem Gebiet diirften im Bereich der Klassifikation der
Geometrie von Kristallstrukturen (vgl. z. B. [5]) enorme Anwendungsmoglich-
keiten besitzen, etwa — um nur eine Frage zu nennen — hinsichtlich der Entwick-
lung von Kriterien, welche Hochtemperatur-Supraleiter von anderen Kristall-
strukturen auf moglichst rein geometrischer Ebene zu unterscheiden gestatten.

Anwendungsbeispiele der Computeralgebra bei chemischen Gleichgewichten
sind im folgenden Beitrag von H. Melenk sowie von K. Gatermann im Abschnitt
3.2.4 zu finden.

Andreas W.M. Dress (Bielefeld)

3.5.2 Chemische Reaktionssysteme

Die Dynamik von chemischen Reaktionssystemen wird héufig durch ein ex-
plizites System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung tiber den
Konzentrationen der beteiligten Species beschrieben, bei dem die rechte Seite
einen rein polynomialen Aufbau hat, typischerweise mit maximalem Grad 2
und meist ein oder zwei Termen je Zeile. Von besonderem Interesse sind bei
derartigen Systemen die stabilen Zustdnde %—cti = 0, die auf ein polynomiales
Gleichungssystem fithren. Fiir Systeme kleinen bis mittleren Umfangs (z. B.
ca. 40 Spezies) kann man die Losungen algebraisch mit einer Verbindung von
Kombinatorik, Faktorisierung und Grobnerbasentechnik ermitteln. Im Gegen-
satz zu numerischen N&herungsverfahren gibt die algebraische Ldsung einen
vollstindigen Uberblick iiber die Gesamtheit der méglichen stabilen Zustéinde.
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Fiir kleine Systeme konnen die Lésungen auch als Funktion der (dann symbo-
lischen) Reaktionskonstanten ermittelt werden.
Weitere Informationen sind in [8] zu finden.

Herbert Melenk (Berlin)
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3.6 Biologie und Medizin

In Biologie und Medizin werden Computer zur Zeit vor allem zum numerischen
Rechnen und Dokumentieren und zur Bild- und Signalauswertung und weni-
ger auf der Ebene symbolischer Manipulation eingesetzt. Dennoch nimmt auch
hier der Bedarf an Computeralgebra-Systemen und an computeralgebraisch
orientierten Programmpaketen stindig zu. Dies reicht von der Verwaltung und
Nutzung molekularbiologischer Datenbanken {iber Verfahren zur vergleichen-
den Sequenzanalyse — man denke etwa an das von G. Gonnet (Ziirich) in jiing-
ster Zeit analog zu MAPLE entwickelte Programmpaket DARWIN oder die von
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R. Wetzel (Bielefeld) implementierte SPLIT-Methode — bis hin zu Wachstums-
modellen, etwa den epidemiologischen Studien von Ph. Blanchard (Bielefeld),
welche auf der Basis einer fiir Zufallsgraphen entwickelten Perkolationstheorie
die Ausbreitung von Krankheiten wie AIDS modellieren.

In der theoretischen Genetik wurde seit den dreifliger Jahren versucht, die
Mendelschen Gesetze mathematisch zu modellieren. Sieht man die Ubergangs-
wahrscheinlickkeiten bei der Vererbung von Merkmalen als Strukturkonstan-
ten einer Frb-Verkniipfung an, so erhilt man eine einfache, wenn auch etwas
ungewohnliche algebraische Struktur. Die Implementierung solch’ allgemeiner
Algebren im System AXIOM erlaubt z.B., die Abfolge der genetischen Va-
riation in den Generationenfolgen einer Population systematisch zu studieren,
siehe [1, p. 303-308].

Andreas W.M. Dress (Bielefeld) und Johannes Grabmeier (Heidelberg)
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3.7 Wirtschaft und Okonometrie

Obgleich bislang nur sporadisch eingesetzt sehen wir einen weiten Anwendungs-
bereich der Computeralgebra in diesen Gebieten.

In der Okonometrie werden symbolische Methoden bei der gewdhnli-
chen und zweistufigen kleinsten Quadrateschitzung, bei der Instrumentvaria-
blenschitzung, Multikollinearitdtsdiagnostik sowie in der Ausreifler- und He-
belpunktdiagnostik verwendet.

Bei der Modellierung von Gleichgewichtsmodellen in der Okonomie sollte
der Einsatz von Computeralgebra-Systemen Fortschritte bringen. In der Wert-
papieranalyse gibt es Implementierungen der Black-Scholes-Formeln zur Be-
stimmung der Werte einer Call-Option in MATHEMATICA [1] und in AXIOM.
Mit Hilfe von symbolisch berechneten partiellen Ableitungen werden Sensibi-
litét auf Verinderungen der verschiedenen Kenndaten bestimmt.

Analytische Berechnung von Gradienten und Hessematrizen fiir nichtlineare
Regressionsmodelle zur Vereinfachung der Implementierungen von Newton-
Raphson- und Gauss-Seidel-Optimierern sind Themen der Anwendung von
Statistik auf diesen Gebieten. Denkbare weitere Anwendungen konnten Imple-
mentation von Ableitungsoperatoren flir Matrizenfunktionen und analytische
Berechnung von Verteilungsfunktionen sein.

In der ganzzahligen Optimierung gibt es Ansdtze von Anwendungen von
ganzzahligen Grobnerbasis-Techniken.
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Johannes Grabmeier und Ulrich Kiisters (Heidelberg)
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4 Computeralgebra-Systeme und ihre Bedeu-
tung

In diesem Abschnitt wird der Versuch unternommen, einen Uberblick iiber
aktuelle Computeralgebra-Systeme zu geben. Der besseren Orientierung dient
eine Einteilung in vier Kategorien. Zu den Systemen der ersten drei Kategorien,
teilweise auch der vierten, sind zumeist von Systementwicklern stammende Be-
schreibungen beigefiigt. Fiir dariiber hinausgehende Angaben, auch iiber andere
und insbesondere #ltere Systeme, verweisen wir auf die Ubersichtsartikel von
J.A. van Hulzen und J. Calmet ( Computer Algebra Systems, in [1], S. 221-224)
und auf dltere SIGSAM-Bulletin-Ausgaben, sowie auf [2].
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4.1 Allzwecksysteme

Die Systeme dieser Kategorie (General Purpose Systems) decken ein breites
mathematisches Spektrum ab. Sie besitzen in der Regel eine ausgereifte Benut-
zeroberfliche und sind gut dokumentiert. Zu den Systemen gibt es einfithrende
Biicher und Biicher zum vertieften Gebrauch, fiir spezielle Anwendungen und

.zum Einsatz in der Lehre. Zudem erscheinen regelméfig Benutzerinformatio-
nen und Informationen iiber frei zugéngliche Anwenderpakete. Weiterhin ha-
ben sich Benutzergruppen gebildet, und es werden Anwendertagungen durch-
gefithrt. Alle Systeme mit Ausnahme von MACSYMA werden weiterentwickelt.
Fiir diese Systeme werden Lizenzgebiihren erhoben. Die Quelltexte der mathe-
matischen Algorithmen sind bei AXIOM, MApPLE und REDUCE dem Benut-
zer zugénglich.
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4.1.1 AXIOM

AXIOM, ein Computeralgebra-System mit abstrakten
Datentypen

Uberblick AXIOM, frither informell mit Scratchpad bezeichnet, ist ein
Computeralgebra-System der dritten Generation mit einem Designkonzept, das
auf abstrakten, parametrisierten Datentypen, objektorientierter und polymor-
pher Programmierung und einer konsequenten Anwendung algebraischer Algo-
rithmen aufbaut. AXIOM basiert auf Kyoto-CommonLISP und 13uft zur Zeit
auf der Workstation IBM RISC System/6000 sowie auf anderen IBM Rechnern
mit dem Betriebssystem AIX.

AXIOM stellt sowohl einen Interpretierer als auch eine Sprache mit Kom-
pilierer zur Verfligung. Wahrend der Interpretierer in der Lage ist, Daten-
typen anzupassen, passende Funktionen auszuwéhlen und Ubergiinge selbst
durchzufithren, werden vom Kompilierer streng typisierte (strongly typed) Pro-
gramme erwartet. Ein einmal kompiliertes Programm steht dann dem Benut-
zer im Interpretiermodus in gleicher Weise wie eine Systemkomponente zur
Verfiigung. Die Sprache wird ausfiihrlich im AXIOM-Buch [11] beschrieben.

AXIOM verfiigt iiber eine sehr reichhaltige Mathematikbibliothek mit mehr
als 600 Datentypen und mehr als 1700 Funktionsnamen, die mehrfach iiberladen
sein konnen. Der Quellcode aller mathematischen Algorithmen und Datentypen
ist dem Benutzer zugdnglich.

Ein auf Fenstertechnik basierendes Multitextsystem Hyperdoc besteht aus
Tutorium, Beispielrechnungen, Erliuterung der Systemkommandos und einem
Informationssystem zum Suchen von Funktionen, Querbeziigen, Erliuterungen
und Beispielen zu den Datentypen. Dieses Hyperdoc-System 148t sich fiir eigene
Zwecke erweitern. Damit kénnen etwa Beispiele und Tutorien selber zusam-
mengestellt werden.

Das System besitzt Schnittstellen zu FORTRAN, SCRIPT und KTgX.
Graphik ist iiber X-Windows realisiert und gestattet unter anderem PostScript-
Ausgabe.

Das System wurde und wird von der Computeralgebra-Gruppe unter Lei-
tung von R. Jenks im Forschungszentrum der IBM in Yorktown Heights (USA)
mit Beitrigen des wissenschaftlichen Zentrums der IBM in Heidelberg ent-
wickelt. Das Copyright wurde von IBM an das Softwarehaus (non profit com-
pany) NAG iibertragen. Im Friihjahr 1992 wurde gemeinsam von NAG und
IBM die AXIOM developers association (AXDA) gegriindet, die die weitere
Entwicklung des Systems lenken soll. Weitere Informationen dariiber kénnen
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Sie vom Autor erhalten. Benutzergruppen sind im Aufbau. Seit Dezember 1992
gibt es die AXIOM-Reportreihe (vergl. Literaturverzeichnis).

Eine ausfijhrliche Einfiihrung in das System gibt das AXIOM-Buch [11].
Es ist nicht nur das offizielle Benutzerhandbuch, das im Lieferumfang enthalten
ist, und einen leichten Einstieg in das System erlaubt, sondern enthilt neben
einer Fiille von interessanten Anwendungsbeispielen auch eine Einfiihrung in
die Sprache und eine Beschreibung der Datentypkonzepte, eine Auflistung aller
Kommandos und Datentypen und vieles mehr. Grofie Teile des Buches sind in
einer Online-Version Bestandteil des Multitext-Systems.

Datentypen In AXIOM gibt es abstrakte Datentypen, (categories) — in ge-
wissem Sinne mit mathematischen Kategorien vergleichbar — konkrete Daten-
typen oder Rechenstrukturen {domains) und Funktionspakete (packages).

Diese Datentyp-Konstruktoren gestatten es dem Benutzer, beliebig viele
verschiedene Datentypen aufzubauen, auch kann er selbst solche Rechenstruk-
turen implementieren. Zum Beispiel kann man, ausgehend vom Basisdatentyp
Integer, Matrizen konstruieren, deren Eintrage Polynome mit ganzzahligen Ko-
effizienten sind. Die Technik der polymorphen Programmierung hat nun zur
Folge, daB sofort die iibliche Arithmetik zur Verfiigung gestellt werden kann,
da etwa die Funktion zur Multiplikation von zwei Matrizen nur die Eigenschaft
benutzt, daB die Matrixeintrige Elemente einer Rechenstruktur sind, die zur
Kategorie der Ringe gehort.

Darauf aufbauend wire etwa Adjunktion von 7 (aus dem Datentypkonstruk-
tor Complez) sowie Verwendung dieser Elemente als Koeffizienten von Polyno-
men in mehreren Unbestimmten moglich.

Die Funktionen in den Funktionspaketen (packages) erginzen die Datenty-
pen zu einer Mathematikbibliothek.

Interpretierer Der Interpretierer versucht, mit automatischen Typanpas-
sungen eine typenfreie Sicht der Datentypwelt von AXIOM zu ermoglichen.
Diese Problemstellung und ihre algorithmische Losung wird ausfithrlich in [6]
diskutiert. Die Organisation des Arbeitsspeichers gestattet die Verwaltung von
Benutzer-definierten Variablen, Protokollierung der Sitzung, Bezugnahme auf
vorhergehende Rechnungen. Weiter wird eine Schnittstelle zum Betriebssystem
zur Verfligung gestellt, iiber die etwa C- oder FORTR AN-Programme einge-
bunden werden kénnen. Zusétzlich konnen Funktionen kompiliert werden und
Dateien eingelesen werden, deren Zeilen schrittweise interpretiert werden.

Mathematikbibliothek FEinen Uberblick iiber die Mathematikbibliothek
mag die folgende Auswahl geben:
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- ganze Zahlen beliebiger Lénge,

- rationale Arithmetik und allgemeiner Quotientenkdérper,

- Gleitkommazahlen mit beliebiger Stellenzahl,

- Spezielle Funktionen mit beliebiger Genauigkeit,

- GauBlsche Zahlen,

- faktorisierte Form ganzer Zahlen,

- Kettenbriiche und Partialbruchzerlegungen,

- rationale Zahlen mit verschiedenen Basen,

- Radikalerweiterungen rationaler Zahlen und algebraische Zahlen,

- ganze Zahlen modulo m,

- endliche Korper, realisiert als Polynomrestklassenring, unter Ausnutzung der
zyklischen Struktur und Normalbasendarstellung, siehe [9],

- Kardinalzahlen,

- Quaternionen, Oktaven,

- Cliffordalgebren,

- nichtassoziative Algebren, Lie- und Jordanalgebren, siehe [10],

- Polynome in einer und in mehreren Unbestimmten und mit Koeffizienten in
beliebigen Ringen,

- Losen von polynomialen Gleichungen vom Grad kleiner 5 durch Radikale,

- Einsetzen von Zahlen und Polynomen in Polynome,

- Faktorisierung von Polynomen iiber endlichen Kérpern, ganzen Zahlen und
algebraischen Erweiterungen der rationalen Zahlen (ein kategorieller Zugang
dazu ist in [4] beschrieben),

- Lésen von Systemen polynomialer Gleichungen,

- Grobnerbasis und Buchbergeralgorithmus, auch kombiniert mit Faktorisie-
rung,

- Rechnen mit Polynomidealen, Dimension, Primérzerlegung,

- Matrizen iiber beliebigen Ringen,

- Determinanten und Permanenten,

- Losen linearer Gleichungssysteme: Gaufischer Algorithmus,

- Charakteristische Polynome,

- Eigenwerte und Eigenvektoren,

- Orthonormale Basen,

- Differentiation,

- allgemeiner Operatorenkalkiil,

- indefinite Integration elementarer Funktionen,

- definite Integration rationaler Funktionen,

- Manipulation von Funktionen: Patternmatching, Termersetzung,

- Anwendung von Regelsystemen,

- Lésung von gewohnlichen Differentialgleichungen durch Potenzreihenansatz
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(fiir gewisse Klassen von linearen Differentialgleichungen gibt es eine Imple-
mentierung des Algorithmus von Singer),

- Grenzwerte, linksseitig, rechtsseitig, im Unendlichen,

- Folgen und Potenzreihen mit Lazy Evaluation,

- Taylor-, Laurent- und Puiseuxentwicklungen,

- Partitionen und kombinatorische Listen,

- Zahlentheorie: Primzahlen, Eulersche ¢-Funktion, Legendresymbol,

- indefinite Summation (Gosper),

- Permutationen und Permutationsgruppen,

- und Darstellungstheorie von Gruppen, siehe [7].

Graphik Herauszuheben ist auch hier wieder das Datentypkonzept, das auch
die graphischen Objekte und Strukturen wie Palette oder Viewport als Objekte
in Datentypen realisiert. Das System bietet eine Fiille von graphischen Fahig-
keiten:

- Zeichnen von Funktionen im zwei- und im dreidimensionalen Raum,

- parametrisierte Kurven,

- und implizit definierte Kurven.

Die von AXIOM berechneten Daten werden dabei an einen Prozess ge-
schickt, der ein neues Fenster mit der Graphik 6ffnet. Dann kann die Graphik
meniigesteuert mit der Maus manipuliert werden:

- VergroBern, Verkleinern und Verschieben,

- Drehen,

- Anderung des Lichteinfalls,

- Anderung der Perspektive,

- Ausschnitte,

- Anderung der Farbskala,

- Uberlagerung von verschiedenen Graphiken in einem Fenster
- und verschiedene Darstellungen der Flachen.

Hervorzuheben ist hier das Zeichnen von implizit definierten Funktionen,
da dabei auch die algebraischen Fahigkeiten (Grébnerbasen) zur Bestimmung
der kritischen Punkte benutzt werden.

Ausblick Im Herbst 1992 wurde das Release 1.1 ausgeliefert. Es enthélt
eine Reihe von Verbesserungen, z.B. eine bessere Ausnutzung des Arbeits-
speichers, Anderungen bei den Bibliotheksfunktionen zur besseren Konsistenz,
farbige PostScript-Schnittstelle zur 3D-Graphik und eine Einfithrung in eigene
Hyperdoc-Erweiterungen. Algebraische Verbesserungen wurden bei definiter
Integration, Differentialgleichungen und endlichen Koérpern gemacht.

Geplant ist fiir 1993 das Release 2.0 mit einem neuen Kompilierer und
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Kategorieller Faktorisierung. NAG arbeitet aulerdem im Moment daran, eine
Schnittstelle zu der NAG-FORTRAN-Bibliothek zu integrieren, vgl. auch Ab-
schnitt 2.16.
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4.1.2 Derive

Der Mathematik-Assistent — DERIVE Version 2

Einleitung Der Mathematik-Assistent DERIVE wurde entwickelt mit dem
Ziel, Computeralgebra auf einfachster Hardware zur Verfiigung zu stellen. Die
Hardwareanforderungen, Bezugsquellen und weiterfilhrende Literatur werden
am Schlul dieses Artikels angegeben.

Die Autoren von DERIVE sind David Stoutemyer und Albert Rich von Soft
Warehouse, Inc. (Honolulu, Hawaii). DERIVE ist eine Weiterentwicklung des
Computeralgebra-Systems muMATH, es beinhaltet daher mehr als zehn Jahre
Erfahrung in der Implementierung von Computeralgebra-Algorithmen auf ein-
fachsten Rechnern: muMATH war bereits Anfang der 80er Jahre auf CP/M-
Rechnern mit nur 64K Hauptspeicher verfiigbar!

DERIVE Version 1 kam im November 1988 auf den Markt, die Version 2
folgte im November 1990. Seit Sommer 1992 ist Version 2.5 auf dem Markt.

o Weltweit sind etwa 40.000 Lizenzen im Einsatz, davon ca. 10.000 in Eu-
ropa, davon ca. 6000 in Deutschland und Osterreich.

o Das Osterreichische Unterrichtsministerium hat DERIVE fiir alle Gymna-
sien angekauft. Seit Herbst 1991 ist DERIVE dort Standardwerkzeug im
Mathematikunterricht.
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e Die Militarakademie in Westpoint (USA) stattet jeden neuen Studenten
mit einer Einzellizenz von DERIVE aus.

¢ Fin deutsches Handbuch gibt es seit Oktober 1989, ein franzosisches seit
Mirz 1992,

Das Produkt ist als ,,elektronischer Schmierzettel“ konzipiert. Der Benutzer
kann auf den Bildschirm Terme schreiben, &ndern, auswerten, lésen, differenzie-
ren, integrieren, plotten, 16schen, umordnen, etc. Er oder sie kann mit DERIVE
numerisch, algebraisch und graphisch arbeiten und programmieren. Die Be-
nutzeroberfliche ist dhnlich wie die der Textverarbeitungssoftware WORD von
Microsoft.

Die folgenden Abschnitte fassen die wichtigsten Merkmale des Systems zu-
sammen. Es wurden bewuflt einfachste Beispiele gewahls.

Einige Beispiele Die Eingabe erfolgt durch Auswahl des Kommandos
Author. Der Benutzer gelangt in einen Zeileneditor und wird zur Eingabe aufge-
fordert. Die Eingabe von 5(9-2) /3 bewirkt, da8 im Arbeitsfenster das folgende
Bild erscheint:

1. 5(9 - 2)

Der Term wird ,zweidimensional® ausgegeben und mit einer Termnummer ver-
sehen. Ausgerechnet (d.h. vereinfacht) wird der Term erst durch Wahl des
Kommandos Simplify:

. 35
2 =

StandardméBig rechnet DERIVE im exakten Rechenmode (d. h. mit rationaler
Arithmetik). So wird /45 vereinfacht zu

3:3 \/5

Auf Wunsch kann ein ndherungsweiser Rechenmode eingestellt werden, wobei
die Anzahl der signifikanten Stellen anzugeben ist. Mit 24-stelliger Arithmetik
ergibt sich fiir /45 die Zahl

4: 6.7082039324993690892

Ebenso kénnte man mit 250, 1400, oder sonst einer Zahl signifikanter Stellen
rechnen. Das kostet allerdings Rechenzeit und Speicherplatz, womit sich eine
praktische Beschrinkung der groBtmdglichen Stellenzahl ergibt. Eine Besonder-
heit von DERIVE ist, daB im n#herungsweisen Rechenmode eine approximative
Bruchzahlarithmetik verwendet wird. Diese ist zwar etwas langsamer als die
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iibliche Gleitkommaarithmetik, zeigt aber ein wesentlich besseres Fehlerfort-
pflanzungsverhalten.
Gibt man in DERIVE mit Author (x-2y)A2 ein, so erscheint am Bildschirm

5 (x - 2 y)2
Das Ausmultiplizieren dieses Ausdrucks erreicht man mit dem Befehl Ezpand:
6:x2—4xy+4y2

Terme kénnen faktorisiert, auf gemeinsamen Nenner gebracht, nach einer Va-
riablen gelost werden, u. v.a.m.. M6chte man einen Ausdruck integrieren, so
gibt man zunichst den Term ein:

7:x SIN (%)

Der Befehl Calculus fithrt in ein Untermeni, in welchem man Integrate
wihlt. DERIVE erfragt die Integrationsvariable (wir belassen die vorgeschlagene
Variable z) und die Integrationsgrenzen (wir geben keine Grenzen ein, da eine
Stammfunktion berechnet werden soll). DERIVE antwortet mit der formalen
Anwendung des Integrationsoperators:

&8: fx SIN (x) dx

Erst die Anwendung von Simplify bewirkt eine ,tatsdchliche Berechnung® des
Integrals:

9: SIN (x) - x CO0S (%)

Im Untermenii Calculus stehen auch Befehle zum Differenzieren sowie zum
Berechnen von Grenzwerten, Produkten, Summen und Taylorpolynomen zur
Verfiigung. Man mu$ also nicht die Namen der Funktionen wissen, mit denen
man differenzieren, integrieren, etc. kann, und man mufl auch nicht Anzahl, Art
und Reihenfolge der nétigen Argumente kennen. Ein versierter Benutzer kann
aber den vielleicht als zeitaufwendig empfundenen Meniidialog durch Eingabe
des Termes INT(xSINx,x) umgehen.

Die Anwendung von Simplify auf den Term

10: & y) = x Y
bewirkt keine Vereinfachung. Viele wiirden hier 0 erwarten und sind vielleicht
enttduscht. Doch: Substituiert man fiir z und y je -1 (in DERIVE geht das mit
dem Befehl Manage Substitute), so ergibt sich

11: \/((—1> -1 - \/(—1) \/(-1)
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und weiter mit Simplify
12: 2

Der urspriingliche Term ist dann dquivalent zu 0, wenn z. B. z als nichtnegativ
vorausgesetzt wird! Definiert man & mit dem Befehl Declare Variable Domain
Nonnegative ebenso und vereinfacht dann den Term Nummer 10, so ergibt sich
das Wunschergebnis

13: 0

DERIVE ist konservativ bei der ‘Anwendung von Umformungsregeln — eine
Eigenschaft, die ein gutes Computeralgebrasystem besitzen mufl, denn kein
Ergebnis ist besser als ein falsches Ergebnis! In diesem Punkt nimmt es DERIVE
mit jedem seiner ,groflen Brider” auf. Zum Beispiel wird der Ausdruck

F 1
3 /2 —2cos(2z)dx
%

von manchen Systemen falsch zu 0 vereinfacht. DERIVE hingegen findet das
korrekte Ergebnis, namlich /2.

Eine Ubersicht Im folgenden werden die weiteren Leistungsmerkmale des
Systems stichwortartig aufgezihit.

> In DeERivE stehen zahlreiche Funktionen zur Verfiigung sowie
Knowhow {iber Zusammenhénge und Vereinfachungsregeln: Exponentialfunk-
tionen, Logarithmusfunktionen, trigonometrische Funktionen, trigonometrische
Umkehrfunktionen, hyperbolische Funktionen, hyperbolische Umkehrfunktio-
nen, stiickweise stetige Funktionen, Funktionen aus der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der Statistik, Fehlerfunktionen und finanzmathematische Funktio-
nen.

> DEeRIVE versteht sich auf das Rechnen mit Vektoren und Matrizen:
Neben den Elementaroperationen wie Addition, Multiplikation mit einem Ska-
lar, Skalarprodukt, Kreuzprodukt, Determinante, Transponierte, Inverse, etc.,
kénnen auch Eigenwerte berechnet und differentielle und integrale Vektorana-
lysis betrieben werden.

> Neben dem numerischen und dem algebraischen Rechnen erlaubt
DERIVE auch die Erstellung von 2- und 3-dimensionalen Graphiken. Die zu
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zeichnenden Kurven kénnen dabei in kartesischen Koordinaten, in Polarkoor-
dinaten oder in Parameterdarstellung gegeben sein. Zahlreiche Befehle zum
Skalieren, zur Bildausschnittwahl, etc., stehen zur Verfiigung,.

> Das Arbeitsfenster von DERIVE kann beliebig unterteilt werden. Je-
des dabei entstehende Fenster kann als Algebra-Fenster, als 2D-Plot-Fenster
oder als 3D-Plot-Fenster definiert werden. Das niitzt sowohl bei der Erstellung
von Graphiken (Term und Schaubild sind gleichzeitig sichtbar) als auch beim
Experimentieren mit Termumformungen: man kann zwei (oder mehr) Ideen in
verschiedenen Fenstern verfolgen und die entstehenden Ergebnisse vergleichen.
Das beste Resultat behélt man. Alternativ dazu kénnen Fenster auch iiberein-
andergelegt werden.

> In DERIVE kann man auch eigene Funktionen definieren. Dabei
konnen Iterationen, Rekursionen, IF-THEN-ELSE, logische Operatoren und
alle DERIVE-Funktionen verwendet werden. Der Benutzer hat damit eine Art
funktionale Programmiersprache zur Verfiigung, die beliebige Erweiterungen
des Systems erlaubt.

> DERIVE Version 2 beinhaltet eine Sammlung von 20 Dateien, in denen
Funktionen zu zahlreichen Spezialthemen enthalten sind, wie zum Beispiel:
- Losen nichtlinearer Gleichungssysteme,
- Numerische Differentiation und Integration,
- Anwendungen der Differentialrechnung,
- Anwendungen der Integralrechnung,
- Losung gewohnlicher Differentialgleichungen,
- Losung rekursiver Gleichungen,
- Wahrscheinlichkeitsfunktionen,
- Fresnelintegrale,
- Bessel- und Airyfunktionen,
- Hypergeometrische Funktionen,
- Elliptische Integrale,
- Orthogonale Polynome,
- Zeta-, Poly- und Dilogarithmusfunktionen,
- Plotten von Raumkurven und komplexen Kurven.
Diese Dateien kénnen bei Bedarf geladen werden, womit die darin definierten
Funktionen dann zur Verfiigung stehen.

Hardwareanforderungen DERIVE bendtigt einen PC-kompatiblen Rech-
ner mit 512K Hauptspeicher, MS-DOS Version 2.1 (oder hoher) und ein 5%”
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oder ein 3%” Diskettenlaufwerk. Alle gingigen Graphikkarten werden un-
terstitzt.

DERIVE ist das einzige Computeralgebra-System, das auf einfachsten PC’s
lauft. Praktisch jeder PC-kompatible Rechner — Desktop, Laptop, ... — erfiillt
obige Anforderungen. Insbesondere ist DERIVE auch auf den neuen Palmtop-
PCs verwendbar:

e Der POQET PC paBit mit seinen 22.3 x 10.9 x 2.5 cm in die Westenta-
sche und wiegt nur 550 Gramm. Zwei handelsiibliche A A-Alkalibatterien
erlauben bis zu 100 Betriebsstunden.

e Der HP 95LX ist mit seinen 16.0 x 8.64 x 2.54 cm noch kleiner und mit
seinen 303 Gramm noch leichter als der POQET. Auch der 95LX wird
mit zwei AA Batterien betrieben. Der etwas kleinere Bildschirm mit nur
16 Zeilen und 40 Spalten hat eine kleine Adaption der Software nétig
gemacht. Ab Herbst 1991 ist DERIVE-95LX auf ROM-Karten verfiigbar.

DERIVE auf den neuen Palmtop-PCs bedeutet eine ,Revolution“, die noch
sehr viel weitreichender ist, als es die Einfithrung des numerischen Taschen-
rechners war: jeder Techniker, jeder Ingenieur, jeder Wissenschafter, jeder Stu-
dent, jeder Lehrer und jeder Schiiler kann ab sofort einen leistungsfihigen
Mathematik-Assistenten stdndig bei sich tragen. Die sich daraus ergebenden
Konsequenzen und Moglichkeiten sind heute noch gar nicht abzusehen.

In den Schulen werden immer heftigere Diskussionen zum Thema DERIVE
gefiihrt: Da DERIVE bis zu 80% der in heutigen Lehrbiichern enthaltenen Auf-
gaben ,auf Knopfdruck® lost, ist mit der Verfiigharkeit dieses neuen Werkzeu-
ges eine drastische Anderung des Mathematikunterrichtes vonnéten. Das birgt
eine grofie Chance, aber auch eine grofie Gefahr in sich: der Unterricht kann
endlich weg von den handwerklichen Fihigkeiten und hin zu den Konzepten
gestaltet werden — doch wiirde genau damit der Mathematikunterricht auch
entsprechend anspruchsvoller. Osterreich ist das erste Land der Welt, in dem
DERIVE Standardwerkzeug an allen Gymnasien ist. Die Verantwortlichen vie-
ler Lander erwarten daher mit Spannung die Ergebnisse des im Herbst 1991 in
Osterreich begonnenen ,,Grofversuches®.

Bezugsquellen DERIVE wird {iber Vertragshindler vertrieben. Eine Liste
der européischen Héndler kann angefordert werden bei

Soft Warehouse Furope GmbH

SchioB Hagenberg

A-4232 Hagenberg, Osterreich

Tel +43-7236-3297-81, Fax +43-7236-3297-30.
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Die Adressen der Héndler auflerhalb Europas erhilt man beim Entwickler

Soft Warehouse, Inc.

3615 Harding Avenue, Suite 505

Honolulu, Hawaii 96816, USA

Tel +1-808-734-5801, Fax +1-808-735-1105.

Literatur Die wichtigste Quelle ist das ca. 250 Seiten starke Handbuch. In
diesem sind auch alle bisher erschienenen Biicher iiber DERIVE angefiihrt.

Die Anfang 1991 gegriindete DERIVE User Group gibt den viermal j&hr-
lich erscheinenden DERIVE News Letter heraus. Diese Publikation beinhaltet
Leserbriefe und Artikel. Die Kontaktadresse ist

DERIVE User Group

att. Josef Bohm

D’Lust 1

A-3042 Wiirmla, Osterreich
Tel +43-2275-8207.

Bernhard Kutzler (Linz)

4.1.3 Macsyma

MACSYMA

Trotz mehrfacher Versuche und Versprechungen haben uns die Firmen, die
MacsyMA vertreiben, keinen Beitrag geschickt und uns auch niemanden ge-
nannt, der einen solchen Beitrag hitte verfassen kénnen. Statt dessen wurde
uns Prospektmaterial geschickt. Bitte wenden Sie sich also direkt an diese Fir-
men:

Macsyma Inc. IMS Scientific Software
20 Academy Street Gregory Kapsias
Arlington MA oder Niddasstrasse 108
US-02174 D-6000 Frankfurt/Main 1
Tel. 001-617-646-4550 Tel. 069-252255

Literatur

(1] R.H.Rand and D. Armbruster. Perturbation Methods, Bifurcation Theory and Computer
Algebra. Springer-Verlag, New York, 1987.
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4.1.4 Maple

MAPLE

MAPLE ist ein umfassendes und allgemein verwendbares Computeralgebra-
System. Es wird hauptséchlich in Forschung und Lehre in den Bereichen Na-
turwissenschaften, Ingenieurwesen und Mathematik verwendet. Mit MAPLE
kann sowoh!l numerisch als auch symbolisch gerechnet werden und zusitzlich
kénnen 2D- oder 3D-Grafiken erstellt werden. Die neueste Version von MAPLE
(MAPLE V Release 2) zeichnet sich besonders durch eine neue Benutzerschnitt-
stelle ‘aus, mit der Dokumente (sog. worksheets) erstellt werden konnen, die
neben normalem Text auch MAPLE Ein- und Ausgabe (auch Grafiken) enthal-
ten konnen. Die Ausgabe von MAPLE wird dabei neu in Druckqualitit darge-
stellt, was sich besonders bei mathematischen Notationen wie z. B. Wurzel, bei
Indizes und Exponenten und bei griechischen Buchstaben bemerkbar macht.
Resultate und Unterrichtsmaterial konnen mit worksheets leicht prasentiert und
untereinander ausgetauscht werden.

MAPLE ist auch eine Programmiersprache. Fast alle mathematischen und
graphischen Funktionen sind in MAPLE selber geschrieben und nicht in ei-
ner systemnahen Sprache wie dies bei anderen Computeralgebra-Systemen der
Fall ist. Diese MAPLE-Programme sind auf der Festplatte gespeichert und wer-
den erst bei Gebrauch geladen. Die Programmiersprache unterstiitzt sowohl
prozedurales als auch funktionales Programmieren, doch kénnen wir in diesem
Artikel leider nicht ndher darauf eingehen. Fiir eine Einfithrung in die Program-
miersprache MAPLE verweisen wir auf die Biicher im Literaturverzeichnis.

Im folgenden geben wir einen kleinen Uberblick tiber die historische Ent-
wicklung von MAPLE. Das Hauptziel bei der Entwicklung von MAPLE im Jahre
1980 war, eine michtige und effiziente Sprache zu entwerfen, in der mathema-
tische Algorithmen besser geschrieben werden kénnen als in einer systemnahen
Programmiersprache wie C oder Lisp. Ein weiteres Gewicht wurde darauf ge-
legt, den Speicherbedarf moglichst klein zu halten, so daf einerseits grofie Pro-
bleme geldst werden kdnnen und andererseits MAPLE auch auf kleineren Rech-
nern liuft, bzw. daBl mehrere Benutzer in einem Timesharing System gleichzei-
tig arbeiten kénnen. Das Resultat ist ein System, das aus drei Bestandteilen
besteht: der Benutzerschnittstelle, dem Kern und der MAPLE-Bibliothek. Die
Benutzerschnittstelle und der MAPLE-Kern sind in C programmiert und be-
legen zusammen etwa 500KB Speicher. Die MAPLE-Bibliothek ist in MAPLE
selber programmiert und besteht aus etwa 2500 Funktionen (etwa 150.000 Zei-
len MapPLE-Code).

Diese Trennung ermoglicht es, dal MAPLE auch auf kleinen Rechnern wie
z.B. Amiga, PC, Macintosh mit nur zwei Megabyte Hauptspeicher lduft. Das
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macht MAPLE besonders attraktiv fiir den Einsatz im Unterricht. MAPLE lduft
natiirlich auch auf den meisten Workstations, Mainframes und Supercompu-
tern. Beim Aufbau von MAPLE wurde grofles Gewicht auf Speicherékonomie
gelegt. Dies hat zur Folge, dafl auch groflere Probleme mit MAPLE gelost wer-
den konnen, und beeinflufit auch das Laufzeitverhalten positiv. Auf Grund
der klaren Trennung zwischen der Benutzerschnittstelle, dem Kern und der
MAaPLE-Bibliothek wird MAPLE auch von anderen Systemen als symbolische
Maschine verwendet. Das Programm MATHCAD zum Beispiel, ein Programm
fiir numerische Berechnungen, das unter Ingenieuren weit verbreitet ist, bietet
dem Benutzer gewisse symbolische Funktionen von MAPLE an.

Die MAPLE-share library, in der Funktionen und Pakete von Benutzern
zur Verfiigung gestellt werden, wird laufend erweitert. Daneben enthélt die
share library u. a. weitere Dokumentationen und Software-Werkzeuge und wird
vierteljahrlich mit neuen Beitriigen aktualisiert. Auf die share library kann iiber
einen elektronischen mail server und per anonymous ftp zugegriffen werden.

Weitere Informationen ilber MAPLE findet man in der Maple News Group,
ein elektronisches Diskussionsforum; in der Zeitschrift Maple ROOTS, die
Informationen iiber neue MAPLE-Versionen enthélt und im Maple Technical
Newsletter, in dem technische Artikel und Anwendungen von MAPLE publi-
ziert werden.

Im folgenden geben wir in groben Ziigen eine Ubersicht iiber die Fahigkei-
ten von MAPLE in den Bereichen numerisches Rechnen, symbolisches Rechnen
und Grafik. Danach illustrieren wir an Hand von Beispielen einige der neuen
Fahigkeiten von Release 2. Eingabezeilen beginnen in MAPLE mit dem Zeichen
,»>%. Die Darstellung der Resultate entspricht im wesentlichen der Bildschirm-
ausgabe bei Release 2.

Numerisches Rechnen

e Langzahl-Arithmetik und Gleitpunkt-Arithmetik, beides mit beliebiger
Genauigkeit, sowie numerische Arithmetik mit komplexen Zahlen.

' o Numerische Berechnung der elementaren Funktionen und einer grofen Bi-
bliothek von Spezialfunktionen wie etwa das Wahrscheinlichkeitsintegral,
die Gammafunktion und damit verwandte Furktionen, das Exponential-
Integral, die Riemannsche Zetafunktion, Bessel-Funktionen, hypergeome-
trische Funktionen, statistische Verteilungsfunktionen, usw.

o Numerische lineare Algebra: lineare Gleichungssysteme, Eigenwerte und
Eigenvektoren, Singuldrwertzerlegung.
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Numerische Approximationen: Splineinterpolation, B-Splines, least
squares Approximationen, Pade- und Kettenbruchapproximationen,
Tschebyscheff-Reihen und eine Implementation des Remez- Algorithmus.

Numerische Analysis: Integration, Berechnung von unendlichen Sum-
men und Produkten, Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen,
Nullstellenberechnung, schnelle Fouriertransformation (FFT).

Symbolisches Rechnen

Unbestimmte und bestimmte Integration von rationalen Funktionen, von
elementaren Funktionen (Risch), von algebraischen Funktionen (Trager)
und von Spezialfunktionen.

Laplace-, Fourier-, Mellin- und Z-Transformationen sowie deren inverse
Transformationen.

Unbestimmte und bestimmte Summation, unendliche Produkte, Losun-
gen von Rekursionsgleichungen, Taylorreihen, asymptotische Reihen,
symbolische Grenzwertberechnungen.

Polynomarithmetik iiber endlichen Kérpern und Zahlkérpern, einschliefi-
lich der Berechnung von grofiten gemeinsamen Teilern und Resultanten,
Faktorisierung, Polynomzerlegung, Wurzelbestimmung sowie ein speziel-
les Paket zum Rechnen in endlichen Korpern.

Symbolische lineare Algebra: Determinanten und Inverse, Eigenwerte und
Eigenvektoren, Smith-, Hermite-, Jordan- und Staffelform.

Losen von Gleichungen: lineare Gleichungssysteme, polynomiale Glei-
chungssysteme, Grobnerbasen, gew6hnliche Differentialgleichungen.

Pakete fiir spezielle Gebiete: endliche Gruppen, Zahlentheorie, Tensoren,
erzeugende Funktionen, Geometrie, orthogonale Polynome, Differential-
formen, symmetrische Funktionen, Graphentheorie, Statistik, etc.

Grafik Mit den Grafikgrundfunktionen in MAPLE kann eine beliebige Anzahl
von Kurven, Flachen, Polygonen und Text gezeichnet werden. Flichen kénnen
auf verschiedene Arten dargestellt werden, wie z.B. ohne verdeckte Linien,
in Grautonen oder farbig schattiert. In schattierte Flichen kénnen Konturli-
nien bzw. Gitterlinien eingezeichnet werden. 2D- und 3D-Animation von Folgen
von Bildern werden auch unterstiitzt. Grafiken kénnen auf einer Vielzahl von
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Druckern ausgegeben werden oder auch in ein MAPLE worksheet eingefiigt wer-
den. Folgende Spezialgrafikbefehle (allesamt in MAPLE programmiert) stehen
weiter zur Verfiigung:

e Kurven in kartesischen und Polarkoordinaten,
o Fldchen in kartesischen, zylindrischen oder Kugelkoordinaten,

e Kurven und Flichen, die durch eine Parameterdarstellung spezifiziert
sind, oder die implizit als Losung einer polynomialen Gleichung gegeben
sind,

e Konturgrafiken, logarithmische Skalen, Dichtegraphiken, konforme Abbil-
dungen,

e Phasenportraits und Richtungsfelder, Darstellung von Losungen gewo6hn-
licher Differentialgleichnugen erster Ordnung.

Beispiele zur Polynomfaktorisierung MAPLE V kann Polynome in einer
Variablen tiber den rationalen Zahlen, iiber algebraischen Zahlenkérpern und
iiber endlichen Kérpern faktorisieren. Das Polynom 28 — 8 z. B. ist irreduzibel
iiber Q, faktorisiert hingegen iiber Q(+/2):

> factor(x"8-8, 2°(1/4));

(cc4 +2 \/5) (m2 — 23/4) (:zz + 23/4)
In Release 2 ist es neuerdings mdoglich, Polynome in mehreren Variablen {iber
beliebigen algebraischen Zahlen oder Funktionen zu faktorisieren. Betrachten

wir als Beispiel eine Faktorisierung iiber Q(+/2):

> factor(y~4-2xxxy~2-x"2, sqrt(2));

— <w+y2 —y2\/§> (:1:+y2 +y2\/§>

Von den neuen Fihigkeiten, mit algebraischen Funktionen zu arbeiten, profi-
tieren u.a. die Funktionen zur Integration, zum symbolischen Berechnen von
Eigenwerten und Eigenvektoren und zum Lésen von Gleichungssystemen.
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Beispiele zur Integration rationaler Funktionen Betrachten wir fol-
gende rationale Funktion:

> f 1= (6%X"5+6%x"2-4*x+8%x"3-4) /(X 6+2%x"3-2%x"2+1) ;

625 +8x3+622—4zx—4
264223 -272+1

Die Schwierigkeit in diesem Beispiel ist, dal der Nenner von f iiber den ratio-
nalen Zahlen nicht faktorisierbar ist, und daher die herkdmmliche Methode, f
in Partialbriiche zu zerlegen und diese einzeln zu integrieren, nicht angewendet
werden kann. Der Algorithmus von Trager und Rothstein, der in MAPLE V
implementiert ist, liefert folgendes schénes Resultat:

/fdw = Z (1+a) In(z® —az+1)

«2-2=0

Die Summe besitzt zwei Terme, die den beiden Wurzeln 4+/2 des Polynoms
o? — 2 entsprechen. Mit MAPLE erhélt man daher das Resultat

> int(f, x);

(1 —~ \/5) In(z® +v2z + 1) + (x/§+ 1) In(z® — V2z + 1)

Eine Verfeinerung dieses Algorithmus, vorgeschlagen von Rioboo, ist in Re-
lease 2 implementiert. Darin wird versucht, von einer reellen Funktion einen
reellen Integranden zu finden, der keine neuen Pole aufweist. MAPLE V gab
z.B. bei folgendem Beispiel komplexe Logarithmen zuriick, Release 2 findet
hingegen ein reelles Integral:

> £ 1= (x74-3%x"2+6) /(X" 6-5xx"4+5*xx"2+4) ;
> int(f, x);

3 1 1
arctan(—§x3 + 5:1:5 + 53:) + arctan(z®) + arctan(z)

Beispiele bestimmter Integrale MAPLE V enthiilt eine neue Methode, um
bestimmte Integrale zu berechnen, die auf dem Auswerten von Ableitungen von
Spezialfunktionen basiert. MAPLE kann z. B. Integrale der Form

/ £ exp(—ut®) In(bt)™ sin(ct™) dt
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oder -
/ t" exp(—ut®) In(bt)™ cos(ct™) dt

bestimmen, wobei r € {0,s,2s,5/2} und die Konstanten weitere Bedingun-
gen erfiilllen missen. Im allgemeinen kénnen diese Integrale mit Hilfe der un-
vollstindigen Gammafunktion, der Riemannschen Zetafunktion, der Meijer-G-
Funktion und weiteren Spezialfunktionen ausgedriickt werden.

> int (exp(-t)*cos(t)*1n(t), t=0..infinity);

wobel ~ fiir die Eulersche Konstante steht. Als nichstes Beispiel zeigen wir eine
weitere Klasse von bestimmten Integralen, die MAPLE berechnen kann und il-
lustrieren gleichzeitig die Moglichkeit, Annahmen {iber symbolische Parameter
dem System mitzuteilen. MAPLE kann das folgende Integral nicht 16sen, da die
Losung vom Vorzeichen von p und ¢ abhiingt. Mit der assume-Funktion kann
der Benutzer in Release 2 Annahmen iiber symbolische Parameter treffen, in
unserem Beispiel also dem System bekannt geben, dafl sowohl p als auch g reell
und positiv sind:

> f := x"(a-1)*exp(-p*x"s-q*x~ (-8));
> assume(p>0); assume(g>0);
> Int(f, x=0..infinity) = int(f,x=0..infinity);

1 -1
=% s
/p 3

(Die Ausgabe p~ bedeutet, dal das Symbol p eine zusitzliche Eigenschaft be-
sitzt, die dem System bekannt ist.)

oo a
/ z* e P o= g = 2signum(s)/q BesselK(Z,2/p°1/q)
0 S

Beispiele von asymptotischen Reihen und Grenzwerten MAPLE
enthilt eine Implementierung von einem neuen Modell von ,hierarchischen®
Reihen, in dem neben einfachen Polen weitere wesentliche Singularitéten zuge-
lassen sind wie z. B. In(z) oder e* (um z = 0). Die asymptotische Reihe des
Wahrscheinlichkeitsintegrals ist z. B.

> asympt (erf(x),x);
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1 1 3 2
1 _ _ O -7 -z
+( ﬁh+2¢h3 Mﬁﬁ+ (2 06
Mit Hilfe dieser Reihenentwicklung kann MAPLE den folgenden Grenzwert be-
stimmen:

> Limit (exp(x~2)*(1-erf(x)),x=infinity) =
> limit(exp(x~2)*(1-erf(x)),x=infinity);

lim e (1—erf(z)) = 0

Release 2 enthélt ein noch méchtigeres Modell, um Grenzwerte zu berechnen,
die mit obigem Reihenansatz nicht geltst werden konnten. Der folgende Grenz-
wert ist ein Beispiel dafiir:

> £ := (GAMMA (n+1/GAMMA (n))-GAMMA (n))/1n(n) :
> Limit(f,n=infinity) = limit(f,n=infinity);

lim T'(n+T(n)"1) - T(n) _

1
n—00 In(n)

Fiir weitere Auskiinfte wende man sich an folgende Adressen:

Europa Weltweit

Waterloo Maple Software Waterloo Maple Software,
Tiergartenstrasse 17 160 Columbia Street West,
W-6900 Heidelberg 1 Waterloo, Ontario, N2L 3L3
Deutschland Canada

Tel.: +49-6221-487 180 Tel.: (519) 747-2373

Fax: +49-6221-487 184 Fax: (519) 747-5284

e-mail: info@maplesoft.on.ca

Michael Monagan (Ziirich)
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4.1.5 Mathematica

MATHEMATICA

MATHEMATICA wird im Unterricht und in der Forschung und Entwicklung auf
vielen Gebieten eingesetzt. Es hilft einem bei numerischen und symbolischen
Rechnungen und kann Resultate graphisch darstellen. Als Beispiel fiir die Kom-
bination von symbolischem und numerischem Rechnen schauen wir uns die gra-
phische Darstellung von Minimalflichen an. AbschlieBend werden wir auf den
Gebrauch von MATHEMATICA im Unterricht eingehen.

Ein Werkzeug fiir computerunterstiitzte Mathematik Dank der Fort-
schritte in der Hardware, in den Betriebssystemen fiir Kleinrechner und Ar-
beitsstationen (einfache Benutzerfiihrung) und in der Computeralgebra kann
man heute hohe Anforderungen an die Software fiir computerunterstiitzte Ma-
thematik stellen. Dazu gehoren:

o Es soll nicht mehr nétig sein, in umfangreichen Tabellenwerken Zahlen
nachzuschlagen. Das Programm hat entweder Algorithmen eingebaut, um
diese Zahlen zu berechnen, oder die entsprechenden Daten sind in ma-
schinenlesbarer Form vorhanden.

e Es muf} einfach sein, mathematisches Fachwissen (etwa aus einem Hand-
buch) in das Programm zu integrieren.

¢ Dasselbe Programm sollte auf einem Kleinrechner und einem leistungs-
fahigen Grofirechner laufen.

¢ Eine Programmiersprache erlaubt die Erweiterung des Systems in irgend-
einem Wissensgebiet.

Eines der Ziele beim Entwurf von MATHEMATICA war es, ein Werkzeug fiir
die meisten Anwendungen zu entwickeln. MATHEMATICA wurde ab 1987 von
einer kleinen Gruppe unter der Leitung von Prof. Stephen Wolfram (Universitét
von Illinois, USA) entwickelt und ist seit Juni 1988 auf dem Markt.





