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Maximumpunkte

Von

B. FucussTEINER und W. HACKENBROCH

Auf einem kompakten Hausdorff-Raum X sei §F eine Familie von oberhalb-
stetigen reellwertigen Funktionen; fiir € X bezeichne

(] ={yeX:f(x)=](y), jedes [eT}
die zugehorige Aquivalenzklasse. In [4] wurde die Menge

Max X = {zre X: zu jedem Kompaktum K c X mit K ¢ [z] Ife §
mit f(z) = max (K) und f(z) > inf {(K)}
untersucht und gezeigt, dall Max X ein Rand ist, d.h., daB jedes f € ¥ sein X-Maxi-

mum schon an einem Punkt aus Max X annimmt.
Man sieht leicht (vgl. das Korollar von Satz 2), da Max X im Choquet-Rand

ChX={x: ueM;=Truclz]}
enthalten ist; hierbei bezeichnet
My = Mr(F) = {ucProb X: u(f) = f(z), jedes f F}

die Gesamtheit der den Punkt x € X repréasentierenden RadonmaBe. Max X und Ch X
hingen in verschiedener Weise von { ab: ist etwa 5 der von £ und den konstanten
Funktionen erzeugte konvexe Kegel, so ist offenbar M. (F) = M. z(%); % und 5
haben also denselben Choquet-Rand, wihrend einfachste Beispiele zeigen, daf3
Maxg X § Maxs X sein kann (vgl. [4]).

In dieser Arbeit wird eine konvexe kompakte Teilmenge X eines Hilbertraumes H
konstruiert, fir die, mit §§ den Restriktionen auf X der stetigen linearen Funk-
tionale, die strenge Inklusion MaxX § ChX gilt, so daB die Rand-Eigenschaft von
Max X in diesem Fall eine echte Verschirfung des Krein-Milmanschen Satzes be-
deutet. Auflerdem werden allgemeine Beziehungen zwischen verschiedenen weiteren
Klassen von Maximumpunkten abgeleitet.

1. Maximumpunkte. Wir betrachten neben der schon definierten Menge Max X
noch

Max'X = {2: zu jedemn Kompaktum K disjunkt zu [z] Ife §
mit f() > max f(K)},
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Max”' X = {z: zu jedem Kompaktum K disjunkt zu [x] 3fe §
mit f(x) = max f(K) und f(x) > inf f(K)}.
Natiirlich ist Max'X ¢ Max” X, und ebenso Max’X c K fiir jeden abgeschlossenen

Rand K, welcher mit jedem « € K auch [z] enthdlt. Da andererseits nach [4], Satz 1,
Max X ein Rand ist, ergibt sich

Satz 1. Ses
t={UcX: U offen und [2]c U fir jedes xc U}
die zu § gehorige Vergroberung der Topologie von X. Dann gilt beziiglich der t-abge-
schlossenen Hiille: Max' X c Max X.

Das folgende Lemma ist bekannt (vgl. [1]) und driickt eine abstrakte Konvexitéts-
eigenschaft der Funktionen aus §¥ aus.

Lemma. Set x € X und u € My, gilt dann f(x) = max f(Tr u) fir eine Funktion
€3, so ist f(y) = f(x), jedes y € Tr p.

Beweis. Sonst gébe es ein f € i§ und einen nicht-leeren relativ offenen Teil U von
Tr p mit 6 = sup f(U) < f(z) und sup f(Tr u) = f(x). Dann wird wegen u(U) > 0

p(f) = <f+ f)fd/t = 0u(U) + @) u(CU) < (),

U CU
im Widerspruch zu pe M.. |
Korollar. Max X cCh X.

Der folgende Satz gibt eine zur Definition des Choquet-Randes analoge Charak-
terisierung von Max’X bei additiv abgeschlossenem &, die insbesondere zeigt, daB
sich dann Max’X bei Ubergang von § zu dem von & und den Konstanten erzeugten

Kegel § nicht mehr dndert.
Satz 2. Sei § + S CH. Dann ist
Max'X = {z: pe Mz = [z] nTr u+@}.

Beweis. Nach einer Folgerung des Hahn-Banachschen Satzes von H. Kénig
([6] S. 584) gilt fiir ein Kompaktum K =0 und ein z € X

f(x) = max f(K), jedes f e § <= JucProb K mit f(z) < u(f), jedes fe F.
Daher ist « ¢ Max'X < 3 Kompaktum K mit [x] " K =0 und ein g M, mit
TrucK<3JueMmit x]nTru=190. |
Korollar. Se: 5 + § ¢ §. Dann gilt
Max X cCh X cMax’' X = Max" X;

nach Satz 1 stimmen die abgeschlossenen Hiillen beziiglich der dort definierten Topo-
logie T aller dieser Mengen iberein (und beschreiben also den Silov- Rand von X bezilg-
lich %), und mit Max X sind auch ChX und Max’ X t-abgeschlossen.
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Beweis. Nach dem vorigen Korollar ist MaxX c ChX, und nach Satz 2 gilt
ChX c Max'X c Max”" X. Sei nun x € Max”' X. Auf Grund des obigen Lemmas ist
dann fiir jedes y € Mz notwendig [x] N Tr u + 0, alsonach Satz 2 auch x e Max’X. |

Bemerkung. 1. Sind die Klassen [z] fiir jedes # € X abgeschlossen (also z.B.
% Punkte-trennend, oder § ¢ C (X)), so kann man Ch X auch definieren durch

Ch(X) = {x: ueM; = pu(z]) > 0};
denn gilt u([x]) > 0 fur jedes u & M, so sogar u([«]) = 1, da andernfalls

. 1 . -
b= Ty W e mit ps(B) F u(E 0 E)

ebenfalls zu M, gehort, aber A([z]) = 0 ist.

2. Ist & eine beliebige Klasse kompakter Teilmengen von X, welche far K € &
auch jedes kompakte K’ c K enthilt, und beschrankt man sich in der Definition von
Max X, Max’ X, Max"' X auf Kompakta K € & und betrachtet in der Definition von
ChX nur MaBe y € M, mit Tr 4 € &, so bleiben offensichtlich alle Inklusionen des
letzten Korollars und die Charakterisierung von Max’X gema8 Satz 2 richtig.

3. Ist insbesondere & das System der endlichen Teilmengen und sind die Klassen [z]
jeweils abgeschlossen, so zeigen Satz 2 und Bemerkung 1, daB fiir die hierzu gehorigen
Mengen im Falle 3§ -+ Fc § sogar MaxX c ChX = Max’X = Max" X gilt. Das
zum System & der hochstens 3-punktigen Mengen gehérige Max X wurde schon von
Ky Fan [7] betrachtet (vgl. [4]).

4. Ist & c C(X), und sind die g € M, mit endlichem Tréger schon schwach-*-dicht
in M, (wie z.B. in der weiter unten betrachteten ,,geometrischen® Situation), so gilt
im Falle 5 + & c § ebenfalls ChX = Max’ X ; denn fir x € Max’ X und g € M, mit
endlichem Triger gilt Tr u c [x] nach Bemerkung 1, und andererseits ist die Menge
der x € ProbX mit Tr u c[x] schwach-*-abgeschlossen.

In Satz 2 wurde der Zusammenhang zwischen ChX und Max’X mit Hilfe re-
prasentierender MaBe beschrieben. Der folgende, fiir Funktionenalgebren bekannte
Satz gibt umgekehrt eine Charakterisierung des Choquet-Randes durch Maximums-
eigenschaften (vgl. [3], S. 90f.).

Satz 3. Se: §§ konvexer Kegel, der die konstanten Funkiionen enthdlt, und [x] abge-
schlossen fiir alle x € X.
Dann ist bei beliebigen o << § << 1

Ch X = {z: zu jedem Kompakium K disjunkt [x]3 fe F
mit f <1 und f(x) 2 > o = max f(K)} = Max, ; X.

Beweis. Definiert man fiir jedes « € X das Funktional p;: C(X) —R durch
Po(u) = sup{/(@): fe F mit f < u},
so gilt offenbar: p, ist superlinear, und fiir ein lineares Funktional u: C(z) —R ist
) peMy < p(u) = pe(u), jedes wuweC(X).
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Sei nun 2 € ChX und K ein zu [#] disjunktes Kompaktum. Dann gibt es nach Ury-
sohn ein v e C(X) mit u <1, u|[z] =1 und «|K < «, und nach Hahn-Banach
hierzu ein p € Mz mit u(u) = pr(u). Wegen Tr pclz] ist u(u) =1, und nach
Definition von pz(u)3 also ein fe F mit f S wund f(x) = g, d.h. z e Max;,ﬁX.

Ist umgekehrt x € Max, s X und g€ Mg, so bleibt u([z]) > 0 oder also wegen
Regularitit, mit einer Konstanten >0, u(U) = const. fir jede offene Umgebung U
von [z] zu zeigen. Nach Voraussetzung 3feF mit f <1, f(x) = f > o = max f(CTU).

Daher ist

p=f)Sulf) LauCU)+ p(U)= o+ (1 —a) u(U),
P2y

=u@) 27—

Bemerkung. Definiert man zu einer Familie 4 von stetigen, reell- oder komplex-
wertigen Funktionen die Menge

PyX = {x: zu jedem Kompaktum K disjunkt {z] 3fe 4
mit [|f[| = f(z) > max |{(K) |}

der (schwachen) ,,peak points“, so hat man, mit Re4 = {Re f: f € A}, die folgenden
trivialen Inklusionen:

Py XcPresaXcMaxgesX.

Ist A eine Sup-Norm-Algebra, so gilt nach Bishop (vgl. [3], S. 97) auch Chy, X c P4 X,
und somit insgesamt nach dem Korollar von Satz 2

PAX = PReAX = Ma,XReAX = ChReAX = ChAX

DaB Chres X S Maxp, 4 X sein kann, zeigt das folgende Beispiel, das wir Herrn
G. Lumer verdanken?):

Sei X c C ein ,,Swiss cheese®, also kompakt, mit int X = ¢ und C(X) 2 R(X) =4,
der AbschlieBung in C(X) der Algebra aller rationalen Funktionen mit Polen hoch-
stens auBerhalb von X. Nach Bishops peak point-Kriterium fiir rationale Approxima-
tion ([3], S.172) ist dann X\ChyX + 0 (ndmlich von positivem 2-dimensionalem
LebesguemaB). Andererseits ist Maxg, 4 X = X: Seien z € X und K c X kompakt
mit d == dist(z, K) > 0 beliebig. Wegen int X = @ gibt esdanny e CX mit |z —y| <

z—y
lz—y| 2~y
fz)=|f(z)| =23/d und maxRef(K)=< max|f(K)| < 3/2d.

<df3,sodaB f:f(z) = zu 4 gehort. Offensichtlich gilt

2. Die geometrische Situation. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, daf X
konvexer kompakter Teil eines lokalkonvexen Hausdorff-Raumes E ist und
T = (E'+ R)|X die Gesamtheit aller stetigen affinen Funktionen auf X bezeichnet,
die sich zu stetigen affinen Funktionen auf ganz E fortsetzen lassen.

1) Ch,(X)$Max;, ,(X)=2X gilt ebenfalls fiir die von R. McK1ssick konstruierte nicht-triviale
normale Algebra (Bull. Amer. Math. Soc. 69, 391395 (1963)).
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Satz 4. Es gilt (mit beliebigen o < f < 1)
Max X cChX = ex X = Max, ;X = Max’ X = Max" X.

Beweis. Bekanntlich ist ChX = exX = {z: X\{z} konvex}. Nach dem Bis-
herigen bleibt nur noch fir ein z € Max’ X die Konvexitdt von X\{#} nachzuweisen,
und diese ergibt sich unmittelbar aus Satz 2. J

Im folgenden Beispiel wird eine konvexe kompakte Menge X (mit abgeschlossener
Extremalpunktmenge ex X) konstruiert, fir welche Max X £ X ist.

Beispiel. Sei H ein Hilbertraum, darin 21, 2, ... eine Orthogonalfolge mit
[@n] =1/n.
Mit Hilfe der Funktion
f: NN mit f(n)=n—[}n— 1]

(mit [0] = 0, [r] = max{neN: n < r} fiir r = 1; insbesondere ist also f(n) < n fiir
1 > 1) definieren wir induktiv

1 1 )
YI=1215 .3 Yn = m(ﬂﬁl — = Wrm +xn)); n=2.3,....

Dann gilt zunéchst offensichtlich

i) ynpelin{zy, ..., z,} fiir jedes n; insbesondere ist X == {y1,y2, ...} linear un-
abhingig.

i) yn—>y1 = x1; insbesondere ist X kompakt.

iy X=coX= {Z Ay 20,2 4= 1} (also ebenfalls kompakt).
T 1

Behauptung. ex X = X.
Beweis. Trivialer Weise gilt ex X ¢ X. Wire ein yy € X nicht Extremalpunkt, so
gibe es eine Darstellung yy = z Amym mit, wegen i), unendlich vielen Koeffizienten
1

Am #+ 0. Insbesondere kann dann ein Index N9 > N und >3 gefunden werden mit
An, = A fur alle m = No. Wir fiilhren diese Annahme zu einem Widerspruch. Es
ist fir m = Ny

<xNo? ."/m> - (<xNo’ yf(m)> + <xl\707 xm>)
1
= m—1 <<xNo’ yf(m)> + 61\!0, >=
—1 1 1
= 1 N% (57v,,m m)——l(N- 6A°f(m)+< o’yfz(m)>) — e
1 .»
n = n—-1 o
(*) j— N% 0 1 __](]c( ) fa"us f (m) . .fof (m) NO’
0 , falls fiir kein neN f2(m) =



420 B. FucHssTEINER und W. HACKENBROCH ARCH. MATH.

Nun ist fir m > 1
m = fO(m) > f(m) > f2(m) > -+ > film) = fori(m) = - = 1,

also im Falle fr(m) = Ny
(+%) {g(fk(m)— 1) = (m— D(fm) — 1) - (f*=Lm) — (o — 1) >
> (frt(m) — )*(No — 1).

Fur l=f*1(m) und p = [}/'l -~ 1] wird dann Ny = f(l) =! — p2 und p2 +1 <
=l<(p+1)2-+1,also
N+-4

I<(i=DNo+1pp+1, =1>—

Damit wird aus (**) die Abschitzung
n ) Ng, n

¢ T10Fm —1) > T) (No—1) > (N — 1)2n
k=0

Nunmehr ergibt sich

0= <xN,,, YN — z Am ym> =~ Ao Txos Yxo» ~— 2. Am {Zyes Ym) =

No+1

27
®__ S An oy
(Z\o-—l)N ’ngm ENys Ym)s

also

An
0z —20 Am | {wy> Ym>
(No— 1) N3 an—l-lm' o ymr | 2

Ay Naid
2‘——‘0———5‘“’1'0 <xx ’y>>
(No—1) N} ANZ]l. or ym) |
(34k) Ay fad 1 1
SR R B _— _—=0.
= (No— 1) N§ anﬂv%(No—l) 27 I

Behauptung. z; ¢ Max X.

Beweis. Sonst ergibe die Definition von MaxX (mit K =X ) ein % € § mit
h(z1) = max 2 (X) und & (21) > k(ym,) fiir ein mg € N. Dann ist also

U= {zcH: h{zx1) > k(z)}

eine offene Umgebung von y,,, die wegen z, -+ 0 insbesondere alle Elemente der
Form ym;, + *m fir m = einem hinreichend groBen N enthielte. Offenbar gibt es
m = N mit f(m) = mg, und fiir solche m ergibt sich folgender Widerspruch:

1
= (1 - —) Ym +'— Wrmy + Zm), =

1
hix) = (1 —;n-)h(?/m) -+ ;Ek(?/mo-i— ) <h(z1). 1|
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Bemerkung. Ist X ein Simplex mit abgeschlossener Extremalpunktmenge ex X,
und nimmt man als Funktionenfamilie § alle stetigen affinen Funktionen auf X
(also die auf X gleichmaBige AbschlieBung von (E’-+R)|X), so bleibt natirlich
Ch X = ex X = Max’ X.

Behauptung. Dann gilt auch Max X = ex X.

Beweis. Nach einer bekannten Charakterisierung von Bauer-Simplexen ([2]) ist
dann §§ ein Vektorverband. Sei x € ex X und K ein Kompaktum mit x ¢ K. Wegen
xeMax’ X gibt es ein f € § mit f(x) > max f(K), wobei nach eventueller Addition
einer Konstanten noch f = 0 angenommen werden kann; g = infg(f, f (%)) erfill
dann g(x) = f(x) wegen zeexX und somit [g] = g(x) > max f(K). Also ist
re P XcMax X. |
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