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M a x i m u m p u n k t e  

Von 

B. FUC~SSTEnCER und W. HACKV, NBROC~ 

Auf einem kompakten Hausdorff-Raum X sei ~ eine Familie yon oberhalb- 
stetigen reellwertigen Funktionen; fiir x e X bezeichne 

[x] = { y e X :  ] (x) ----- ] (y), jedes ] e ~ }  

die zugehSrige ~quivalenzklasse. In  [4] wurde die Menge 

MaxX --~ ( x e X :  zu jedem Kompaktum K c X  mit K r  [x] 3 ] e  

mit ](x) ~ max] (K)  und ](x) > inf / (K)} 

untersucht und gezeigt, dab MaxX ein Rand ist, d.h., dal3 jedes ] e ~ sein X-Maxi- 
mum schon an einem Punkt  aus Max X annimmt. 

Man sieht leicht (vgl. das Korollar yon Satz 2), dab MaxX im Choquet-Rand 

Ch X = {x: # e .]'Ix ~ Tr/~ c Ix]} 

enthalten ist; hierbei bezeichnet 

Mx = Mz(~)  = {/x eP rob  X: #(]) > ](x), jedes ] e  ~} 

die Gesamtheit der den Punk~ x e X repr/~sentierenden RadonmaBe. MaxX und Ch X 

h/~ngen in verschiedener Weise yon ~ ab: ist etwa ~ der yon ~ und den konstanten 

Funktionen erzeugte konvexe Kegel, so ist offenbar Mx(~s) = Mz(~) ;  ~ und 
haben also denselben Choquet-Rand, w/ihrend einfachste Beispiele zeigen, dal3 
Max~X ~ Max~X sein kann (vgl. [4]). 

In  dieser Arbeit wird eine konvexe kompakte Teflmenge X eines tt i lbertraumes H 
konstruiert, ffir die, mit ~ den Restrik~ionen auf X der stetigen linearen Funk- 
tionale, die strenge Inldusion MaxX ~ ChX g~lt, so da~ die Rand-Eigenschaft yon 
MaxX in diesem Fall eine echte Versch~rfung des Krein-Milmanschen Satzes be- 
deutet. AuBerdem werden allgemeine Beziehungen zwisehen verschiedenen weiteren 
Klassen yon Maximumpunkten abgeleitet. 

1. Maximumpunkte. Wir betrachten neben der schon definierten Menge Max X 
noch 

Max 'X = {x: zu jedem Kompaktum K disjunkt zu Ix] 3] e 

mit ](x) > max] (K)} ,  
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M a x " X  = {x: zu jedem K o m p a k t u m  K disjunkt zu Ix] 3] �9 

mit  ](x) >= m a x / ( K )  und ](x) > i n f ] ( g ) ) .  

Natiirlich ist M a x ' X  c Max"X,  lind ebenso M a x ' X  c K ffir jeden abgeschlossenen 
Rand K, welcher mit  jedem x �9 K auch [x] enthAlt. Da andererseits nach [4], Satz 1, 
MaxX �9 Rand is~, ergibt sich 

Satz 1. Sei 

z ~- {U c X:  U ol/en und [x] c U/i~r jedes x �9 U} 

die zu ~ gehSrige Vergr6berung der Topologie yon X.  Dann gilt beziiglich clef ~-abge- 

~chlossenen Hiille: M a x ' X  c Max X. 

Das folgende Lemma ist bekannt  (vgl. [1]) und drtickt eine abstrakte Konvexit~ts- 
eigenschaft der Funktionen aus ~ aus. 

Lemma. Sei x �9 X und t~ �9 Mx; gilt clann ] (x) ~ max f (Tr #) /i~r eine Funktion 
] �9 ~, so ist f (y) = ] (x), jedes y �9 Tr #. 

Bewe i s .  Sonst g~tbe es ein / �9 ~ und einen nicht-leeren relativ offenen Teil U von 
T r #  mit 5 - -  sup / (U)  < ](x) und sup / (Tr /~)  ~ f(x). Dann wird wegen tt(U) > 0 

im Widerspruch zu # �9 Mx. | 

Korollar. Max X c Ch X. 

Der folgende Satz gib* eine zur Definition des Choquet-Randes analoge Charak- 
terisierung yon M a x ' X  bei additiv abgeschlossenem ~, die insbesondere zeigt, dab 
sich dann Max 'X  bei ~bergang yon ~ zu dem yon ~ und den Konstanten erzeugten 

Kegel ~ nicht mehr gndert,. 

Satz 2. Sei 3 + ~ c 3. Dann ist 

Max' X = {x: # �9 Mx ~ [x] (7 Tr  # .  0}. 

B e w e i s .  Nach einer Folgerung des Hahn-Banachschen Satzes v, on H. KSnig 
([6] S. 584) grit fiir �9 K o m p a k t u m  K .  0 und �9 x �9 X 

f (x) --< max ] (K), jedes ] �9 ~ <=~ 3 tt �9 Prob K mit  ] (x) =< tt (/), jecles ] �9 ~ .  

Daher is~ x 6 M a x ' X  ~ 3 K o m p a k t u m  K mit  [x] (7 K = 0 und �9 # �9 Mz mit  
TrI, t c K ~ 3 t t e M z  mit [ x ] n T r # = 0 .  | 

Korollar. Sei ~ + 3 c ~. Dann gilt 

Max X c Ch X c Max'  X = Max" X;  

nach Satz 1 stimmen die abgeschlossenen Hi~llen bezi~glich der dort de]inierten Topo- 
logie ~ aller dieser Mengen i~berein (und beschreiben also den Silov-Rand yon X beziig- 
lich 3) ,  und mit MaxX sind auch ChX und M a x ' X  z-abgeschlossen. 
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Bewe i s .  Naeh dem vorigen Korollar ist MaxX c ChX, und nach Satz 2 grit 
ChX c M a x ' X  c M a x " X .  Sei nun x �9 Max" X. Auf Grund des obigen Lemmas ist 
dann ffir jedes/2 �9 M~ notwendig Ix] c7 T r / 2 , 0 ,  also nach Satz 2 auch x �9 Max 'X.  | 

Bemerkung. 1. Sind die Klassen Ix] fiir jedes x �9 X abgeschlossen (also z.B. 
Punkte-trennend, oder ~ c C(X)), so kann man ChX aueh defmieren durch 

Oh(X) = {x:/2 �9  ~/~([x]) > 0}; 

denn grit/2 ([x]) > 0 ffir jedes/2 e Mx,  so sogar/2 ([x]) = 1, da andernfalls 

1 
3" - -  1 -- /2(Ix])  (/2--/2z) mit /2x(E) -- /2([x]  cTE) 

ebenfalls zu Mx geh6rt, aber 2 ([x]) = 0 ist. 

2. I s t  ~ eine beliebige Klasse kompakter  Teilmengen yon X, welche fiir K �9 ~' 
auch jedes kompakte  K' c K enth/rit, und beschr/~nkt man sieh in der Definition yon 
MaxX, Max 'X,  M a x " X  auf  Kompak ta  K �9 ~' und betrachtet  in der Definition yon 
ChX nur MaBe/2 �9 Mx mat Tr/2 �9 ~, so bleiben offensichtlich all�9 Inklusionen des 
letzten Korollars und die Charakterisierung yon M a x ' X  gemgI3 Satz 2 riehtig. 

3. I s t  insbesondere K' das System der endlichen Teilmengen und sind die Klassen Ix] 
jeweris abgesehlossen, so zeigen Satz 2 und Bemerkung 1, dab fiir die hierzu geh6rigen 
Mengen im Falle ~ + ~ c ~ sogar MaxX c ChX = M a x ' X  = M a x " X  grit. Das 
zum System ~' der h6chstens 3-punktigen Mengen geh6rige M a x X  wurde sehon yon 
K y  Fan [7] betraehtet  (vgl. [4]). 

4. Is t  ~ c C(X), und sind die/2 �9 Mx mit  endliehem Tr~ger schon sehwaeh-*-dieht 
in M ,  (wie z.B. in der weiter unten betrachteten ,,geometrisehen" Situation), so grit 
im Falle ~ + ~ c ~ ebenfalls Ch X = M a x ' X  ; denn ffir x �9 M a x ' X  und kt �9 M~ mit  
endlichem Tr/~ger grit Tr/2 c Ix] naeh Bemerkung 1, mad andererseits ist die Menge 
der /2 �9 P r o b X  mat Tr # c [x] schwaeh-*-abgesehlossen. 

In  Satz 2 ~narde der Zusammenhang zwisehen ChX und M a x ' X  mit  Hrife re- 
pr~sentierender Mal]e besehrieben. Der folgende, fiir Funktionenalgebren bekannte 
Satz gibt umgekehrt  eine Charakterisierung des Choquet-Randes dureh Maximums- 
eigenschaften (vgl. [3], S. 90f.). 

Satz 3. Sei ~ konvexer Kegel, der die konstanten Funktione~ enthbilt, und [x] abge- 
schlossen ]iir all�9 x �9 X .  

Dann ist bei beliebigen or < fl < 1 

Ch X = {x: zu jedem Kompaktum K disjunkt Ix] 3 / �9 

mit / ~ 1 und ](x) >/3  > ~ > max / (K)}  - -  Max:, a X. 

B e w e i s .  Definiert man ffir jedes x �9 X das Funktional Px: C(X) - + R  dutch 

Pz (u) = sup {] (x) : ] �9 ~ mit  ] < u}, 

so g-rit offenbar: Pz ist superlinear, trod ffir ein lineares Funktional/2:  C (x) --> R ist 

/z �9 Mx <=~/z (u) > ~oz (u), jedes u �9 C (X). 
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Sei nun x e C h X  und  K ein zu Ix] d is junktes  K o m p a k t u m .  Dann  gibt  es naeh Ury-  
sohn ein u e C (X) mi t  u =< 1, u I [x] = 1 und u I K =< ~, ulid nach H a h n - B a n a e h  
hierzu ein / ~ e M x  mi t  /~ (u) ---- p~ (u). Wegen  T r / ~ c [ x ]  ist # ( u ) =  1, und  nach 
Definition yon px(u)3 also ein ] e  ~ mi t  ] =< u u n d / ( x )  > fl, d .h .  x e Max~.~X. 

I s t  umgekehr t  x e Max~,~X ulid /~ e M z ,  so bleibt  /~ ([x]) > 0 oder  also wegen 
Regular i tgt ,  m i t  einer K o n s t a n t e n  > 0, # ( U )  -->_ const, fiir jede offene Umgebung  U 
yon Ix] zu zeigeli. Nach Voraussetzulig q / e ~ mi t  ] =< 1, ] (x) _>-- fl > ~. >= m a x  / (C U). 

Daher  ist 
f~ ~ / (x )  __ ~(/) <_ ~ ( c u )  + ~ ( u ) =  ~. + (1 - ~ )  ~(u) ,  

=, ~(r21 > - .  | 

Bemerkung.  Defmiert  m a n  zu einer J~'amflie A yon stetigen, reell- oder komplex-  
wert igen l~'unktiolien die Menge 

PAX ---- {x: zu jedem K o m p a k t u m  K dis junkt  [x] 3 I  e A 

mit  ]l 1 II = 1 (x) > m a x  I I ( K )  I} 

der (schwaehen) , ,peak poin ts" ,  so ha t  man ,  mi t  R e A  = (Re 1: ] ~ A}, die folgenden 
tr ivialen Inklus ionen:  

PAX c PlceAX c MaxReAX �9 

I s t  A eine Sup-Norm-Algebra ,  so gilt nach Bishop (vgl. [3], S. 97) aueh ChAX c PAX, 
und somit  insgesamt  nach dem Korol lar  yon  Satz 2 

PAX = PReA X = MaXReA X ~--- ChReAX = ChA X �9 

DaB ChReAX ~ MaX~eAX sein karm, zeigt das folgende Beispiel, das wir Herr l i  
G. Lumer  ve rdanken l ) :  

Sei X c (~ ein ,,Swiss cheese",  also k o m p a k t ,  mi t  i n t X  = 0 mid  C(X) ~ .R(X) - - A ,  
der Absehliel~ung in C (X) der Algebra aller ratiolialen Funkt ionel i  mi t  Polen hSch- 
stens aul;erhalb yon X.  Nach  Bishops peak  po in t -Kr i t e r ium fiir rat ionale Approx ima-  
t ion ([3], S. 172) ist da lm X\ChAX * 0 (namlich yon  posi t ivem 2-dimensionalem 
LebesguemaI~). Andererseits  ist M a x ~ A X  = X:  Seien x e X ulid K c X k o m p a k t  
mi t  d - -  dist(x,  K)  > 0 beliebig. Wegen  i n t X  = 0 gibt  es d a n n y  e C X  mi t  l x - -  Y l ----< 

x - - y  1 
d/3, so dab  ] : f (z) = I x - -  y ] z - -  y zu A gehSrt. Offensichtlich gilt 

l ( x ) = l l ( x ) ]  >=3/d un4 m a x  R e l ( K ) _ = m a x l l ( K ) l  ~ 3 / 2 d "  

2. Die geometrische Situation. I n  diesem Abschni t t  be t rach ten  wir den Fall, dal~ X 
konvexer  k o m p a k t e r  Tell eines lokalkonvexen Hausdor f f -Raumes  E ist und  

= ( E ' +  R) IX die Gesamthei t  aller s tet igen affinen Funk t ionen  auf  X bezeichnet,  
die sich zu stet igen affinen Funkt ionen  au f  ganz E fortsetzen lassen. 

1) Ch~(X).MaxRe~(X)=Xc " ~ gilt ebenfalls far die yon R. McKIssIcK konstruierte nicht-triviale 
normale Algebra (Bull. Amer. Math. Soe. 69, 391--395 (1963)). 
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Satz 4. E8 gilt (mit beliebigen cr < fl < 1) 

Max X c Ch X = ex X ---- Max:,~ X ~ Max'  X --~ Max" X. 

B e w e i s .  Bekanntl ieh ist ChX--- - -exX = {x: Xl{x  } konvex}. Nach  dem Bis- 
herigen bleibt nur  noch fiir ein x e M a x ' X  die Konvexit / i t  yon  Xl{x  } nachzuweisen, 
und  diese ergibt sieh unmit te lbar  aus Satz 2. | 

I m  folgenden Beispiel wird eine konvexe kompakte  ?r X (mit abgesch]ossener 
Ex t remalpunktmenge  exX)  konstruiert ,  ffir welche M a x X  ~ X ist. 

Beispiel. Sei H ein tIdlbertraum, darin xz, x2, . . .  eine Orthogonalfolge mit  

II x .  II = 1 / ~ .  

Mit tIilfe der Funkt ion  

/ : ~ - - > ~  mit  / ( n ) = n - - [ ) / ~ - - ~ - - ~ ]  -~ 

(mit [0] = 0, [r] ---- max (n e t~ : ,n ~ r} f/Jr r ~ 1 ; insbesondere ist also ] (n) < n ffir 
~z > 1) definieren wir indukt iv  

Y l = X z ; - . . ; y n - - 1 - -  x l - -  n (y/(n)~-x~ ; n - = 2 , 3  . . . . .  

Damn grit zuniichst offensiehtlich 

i) Yn e l in(x l ,  . . . ,  xn} ftir jedes n;  insbesondere ist  .~ - -  {Yl, y2 . . . .  } linear un- 
abh/~ngig. 

ii) yn -+ yl  ~- xz; insbesondere ist ~ kompakt .  

iii) X - -  ~ 2~ = 2~ y~: 2~ _>-- 0, ),~ ---- 1 (also ebenfalls kompakt) .  

B e h a u p t u n g .  ex X = 2 .  

B e w e i s .  Trivialer Weise gilt e x X  c ~ .  Ware  ein ylv e ~ nicht  Ext remalpunkt ,  so 

g/ibe es eine Darstellung y~v-~ ~ 2myra mit, wegen i), unendlich vielen Koeffizienten 
x 

2m * 0. Insbesondere kann  dann  ein Index  No > 3 r u n d  > 3 gefunden werden mi~ 
2ivo ~ 2m fiir alle m ~ N0. Wir  fiihren diese Annahme zu einem Widersprueh. Es  
ist f/Jr m ~ N0 

- - 1  
(Xzr y ~ )  - -  m - -  1 ((X~o, y/(~)) + (X~-o, x~) )  = 

m -- 1 (X~vo, Yf(m)) + 6~'o,m 

- -  m ~  6So,~ /(m) -- 1 5~~ -~ <X,vo, yl~(m)) . . . . .  

1 n 1 

]--I falls /n (m) -@ / o ]n-1 (m) ~- No, 
(*) : :h75k=o 1 - - / e ( m )  ' 

o , falls ftir kein n e 1~ /"  (m) ~ N0.  

27* 
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.Nun i s t  ffir m > 1 

m = to(m) > / ( m )  > 12(m) > - . -  > l i (m)  = / ~ * l ( m )  . . . .  = 1,  

a lso im F a l l e  I n (m) = No 

(**) (/~(m) -- 1) ----- (m - -  1) ( ] (m)  - -  1 ) . - .  (/n-l(m) -- 1)(No - -  1) > 

> ( / n - l ( m )  - -  1)n(No - -  1).  

Fa~ l - / ~ - x ( m )  . n o  p = [V V Z - i ]  , ,~rd 4 a n n  No  = t(~) = ~ - -  P'~ und  p2 + 1 =< 
< / < (p + 1) 2 + 1, also 

~ +  4 
l < ( W l - N o + l ) 2 +  1, ~ l > ~  

D a m i t  w i rd  aus  (**) die  Absch/s  

(***) ] ' - I ( /~  (m) - -  1) > (/Vo - -  1) > (2Vo - -  1 )2  n . 
k = 0  

N u n m e h r  e r g i b t  sich 

0 = X~o, y~. -- ~m Ym = - -  2~-o <x~v0, Y~v0> - -  ~.  ~,n <Xlvo, Ym> = 
1 .~'o + 1 

oo  

(*) ~ ~  ~ Xm <X,vo, Ym>, 
- -  (No 1),v~ - -  *~'o + 1 

also 

= (No ~V~ iv~ 

- -  ~ u  

(***) ~.o ~ 1 1 
> (No - 1) ~'~ ~'~ i-~7~ (~Vo - 1) 2~ 

Behauptung. xl ~ MaxX. 

- - 0 .  | 

B e w e i s .  S o n s t  erg/~be die  De f in i t i on  y o n  M a x X  (mi t  K = . ~  ) e in  h ~ ~ m i t  
h @1) > m a x  h (2~) u n d  h (xl) > h (Ymo) f i i r  e in  m0 e N. D a n n  i s t  a lso  

U---- { z e H :  h(xl) > h(z)} 

e ine  offene U m g e b u n g  y o n  Ymo, die w e g e n  xn --+ 0 i n s b e s o n d e r e  al le  E l e m e n t e  de r  
F o r m  Ymo-}-xm f i ir  m >__ e inem h i n r e i c h e n d  groBen N en th i e l t e .  Of fenbar  g i b t  es 
m > N mAC, [ (m) = too, u n d  fi ir  solche m e r g i b t  sich fo lgender  W i d e r s p r u c h :  

h (x~) = t - -  h (y~) + ~ -  h (y,~~ + xm) < h (z~). | 
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Bemerkung.  I s t  X ein  Simplex  mi t  abgeschlossener  E x t r e m a l p u n k t m e n g e  ex X,  
und  n i m m t  m a n  als Funk t ionenfami l i e  ~ alle s te t igen affinen F u n k t i o n e n  a u f  X 
(also die au f  X gleichm~Bige Abschliel3ung yon  (E'+ R ) [ X ) ,  so b le ib t  natf i r l ich 

Ch X = ex X = Max '  X.  

B e h a u p t u n g .  D a n n  grit auch M a x X  = e x X .  

B e w e i s .  Nach  einer bekann ten  Charak te r i s ie rung  von Bauer -S implexen  ([2]) is t  
dann  ~ ein Vek to rve rband .  Sei x e ex X und  K ein K o m p a k t u m  mi t  x r K.  Wegen  
x e M a x ' X  g ib t  es ein [ e ~ mi t  ](x) > m a x / ( K ) ,  wobei  nach  eventuel ler  Add i t i on  
einer K o n s t a n t e n  noch [ ~ 0 angenommen  werden  kann ;  g = ini~.(/, [(x)) erffillt  
dann  g(x)=](x) wegen x e e x X  und  somit  ]Ig]] = g ( x ) > m a x / ( K ) .  Also is t  
xeP~.XcMaxX. | 
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