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Extrempunkte und Minimumsiitze bei Hiillenbildungen 

V o n  

BENNO I?UC]~SSTEINER 

Es wird ein Extrempunktsatz  ftir eine Hfillenbildungsoperation, die dureh eine 
durchschnittsstabile Famille yon Mengen gegeben ist, bewiesen. Dieser Extrempunkt-  
satz enth~lt den bekannten Satz yon Krein-Milman und diverse Verallgemeinerungen 
dieses Satzes als Spezialf~lle. Als Anwendung wird ein abstrakter Minimumsatz an- 
gegeben, und auf den Zusammenhang mit dem Minimumsatz fiber den Choquet-Rand 
yon H. BAUER hingewiesen. 

Ein Extrempunktsatz. T sei eine beliebige Menge, und ~" sei eine durehschnitts- 
stabile Famflle yon Teilmengen yon T mit T e o~-. Durch ~" kann man dann eine 
Hiillenbfldungsoperation r in T auf  folgende Weise definieren: 

~ :~(A)-- - -  n x V A c T .  
A c X ~  

Da ~ n-stabfl ist, ist ~b(A)~ o~. AuBerdem sei eine weitere Familie ~9 ~ yon Teil- 
mengen yon T m i t  folgenden Eigensehaften gegeben. 

(1) ~n:== {O,T}, 
(2) /iir alle X e ~ "  gilt: X =  

X c = e 5  a 
(3) ist S c ~ linear geordnet beziiglich c, so ist U ~ e ~9 a. 

Ist  A c T, so sagen wir, a e A liegt auf dem Rand yon A, wenn eine der beiden Bedin- 
gungen (i) oder (ii) efffillt ist. 

(i) es gibt ein f l e  5:  mit:  A n / 5 . 0 ,  a q~/5 und r (/5) D A ,  
(ii) fiir alle X e o~ mit  X (~ A .  0 folgt X D A. 
f# ist die Menge aller Vereinigamgen in 5:. Wir nennen eine Menge A c T 5:-kom- 

pakt, werm ffir jede dureh c linear geordnete Teilmenge G yon ff mit:A~g ~= 0 Vg e G 
folgt, dab A \ ~ J  g .  0. ~ -kompakte  Mengen sind zum Beispiel 0, endliche Teilmengen 

~g~G 

yon T, oder auch Mengen, die die Eigenschaft haben, dab jede Uberdeckung durch 
eine Teilmenge yon ff eine endliehe Uberdeekung enths 

Einen Punkt  a e A nennen wir Extrempunkt  yon A,  wenn a aus dem Rand einer 
jeden, a enthaltenden ~9'-kompakten Teilmenge yon A ist. Die Menge der Extrem- 
punkte yon A bezeichnen wir mit  Ex(A).  

Nach einigen Vorbereitungen werden wir folgenden Satz beweisen: 

Satz 1. Fi~r ]ede 5f.kompakte Teilmenge K van T gilt: ~ ( K )  = (/)(Ex(K)). 
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Mit # (0)  = O, ergibt sich daraus sofort: 

Satz 2. Jede nichtleere 5~-komTakte Teilmenge K von T hat mindesten, einen Extrem- 
punkt. 

Itilfss~itze. 

Lemma 1. Ist K ~.]compakt und ~ e if, so ist K \~  5~-kompalct. 

Beweis .  Sei G eine Ket te  beziiglieh der Inklusion in ff mit: (K\Q)~q :~ 0 Vg e G. 

Dann ist G = {g u o ]geG}  eine Ket te  in ff mit: K ~  0 V~eG. Da K 5Z-kompakt 
= K\u . 

Ist  K eine ~-kompakte  Menge, so nennen wir /~ c K eine streng-SZ-kompakte 
Untermenge yon K, wenn es ein g e ~ gibt mi t : /~  ---- K~q. 

Lemma 2. Sei K ~9~-komTakt und R eine dutch c linear geordnete Menge yon streng- 
~-komTakten Untermengen yon K, aufierdem seien die Elemente yon M nicht leer, dann 
ist ( ~  r eine nichtleere streng.Sf-kompakte Untermenge yon K. 

Beweis .  Zu jedem r e /~ gibt es ein gr e ff mit K'~gr = r. Da R linear geordnet 
bezfiglich c ist, erhalten wir ffir gr ---- U gr dab K ~ r  = r. G = (gr[r e /~} ist also 

eine Ket te  in ff bezfiglieh c, mit: K~q # O V g e  G. Also ist ( ~ r ~ -  K \ ~ g  nichtleer 
und ~-kompakt .  | \ae~ 

Lemma 3. Es 8ei K 5f  -kompakt und X e ~" mit X (3 K ~- 0 und K \ X  * O. Dann 
gibt es ein f l e  5 '~ mit: fl ~ X ,  K\ f l  :~ 0 und q5 (fl) 2 K.  

Beweis .  Sei also X e ~ mit X (3 K ~: 0 und K \ X  40 .  Dann ist naeh (2) die Menge 
S ---- {fle 5 p [ fl 3 X, K\f l  4 0}nicht  leer. Naeh dem Zornschen Lemma existiert eine 
bezfiglich r maximale Ket te  S in S. Da K ~-koml0akt ist, ist fl = ~ J  x e S nnd damit 

maximales Element. Wir wollen nun zeigen, dab ~b (fl) ~ K also K\f l  zum Rand yon 
K geh6rt. Wenn K\~b ( f l ) .  0, so gibt es nach (2) ein z e 5f mit z 3 ~b (fl) und K\~b (z) ~: 0. 
Mithin ist K \ z  ~: 0 mad mit  (1) folgt z # ~b(fi), also ist z e S eehte 0bermenge yon ft. 
Dies widerspricht aber der Maximalit~t yon ft. | 

Damit ist auBerdem gezei~, dab der Rand einer nichtleeren 5Z-kompakten Menge 
nichtleer ist. Wir mfissen noch einen weiteren Hilfsbegriff einffihren. Sei K eine 
~-kompakte  Menge, S c 5 ~ und ~ eine zweistellige Relation in S. Wir nennen (S, 0) 
eine K-0rdnung,  wenn folgendes gilt: 

(i) ~ ist eine Wohlordnung in S, 

(ii) K \  U ~ : ~ 0  v f l e s ,  
\(~,fl)ee 

Das Minimum yon S beziiglieh ~ bezeichnen wit mit Min (S), also (Min (S), fl) e ~ VfleS. 
Ffir jedes K =~ 0 gibt es mindestens eine K-Ordnung, n/~mlich (0, 0). 
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In der Menge der K-Ordnungen ffihren wir die Ordnungsrelation -< ein: 

(S1, @1) ~( ($2, @2) ~ [$1 c $2, @1 c Q2, (x, y) e @2 V x e $1 V y e $2\$1]. 

Lemma 4. Sei K bel~ebig und (S, ~) eine K-Ordnung. Dann gibt es eine beziolich 
-< maximale K-Ordnung (S*, @*) mit: (S, @) ~, (S*, @*). 

Beweis .  Sei ~ = {(u, z) l (S, @) -< (u, z) und (u, z) ist g-0rdnung}.  Da (S, @) e ~, 
ist also a * 0. Naeh dem Zornsehen Lemma existiert in a eine beziiglich -< maximale 
Ket te  a. Sei 

\(x,z)ea (u,y)ea ] 

Man priift leicht naeh, dab (S*, @*) eine K-Ordnung mit (S, @)-4, (S*, @*) und 
(u, z) -< (S*, @*) V (u, z) e a ist. Mithin ist (S*, @*) e a maximales Element in g. | 

Beweis yon Satz 1. 

Lemma 5. Es sei K S~ und (S, @) eine maximale K-Ordnung, dann gilt: 
K \ U / ~  c Ex (K). 

Be  weis. Wir fixieren ein a e K \ ~ U  ~ fl und es sei 7 eine beliebige S~-kompakte 

Untermenge yon K m i t a  e 7. Wenn nun 7 c K0 ---- K\RUr fl, so kann es kein X e 

mit X r~ 7 :~ 0 und 7 \ X  :~ 0 geben, denn sonst erhielte man nach Lemma 3 ein 5 e 5z 
mit K0\6  ~: 0, K0 (~ 5 :~ 0 und ~5(5) o Ko. Dann w~re aber 

(s u {5}, e u {(#, 5) I # e s u {5}}) = (s*, e*) 

eine K-Ordnung mit (S, @) ~ (S*, @*) und (S, @) :~ (S*, @*) ; dies widerspricht aber 
der Maximalit&t yon (S, s Also ist 7 ffir 7 c K0 sein eigener Rand und damit a aus 
dem Rand yon 7- Wir nehmen nun an, es gebe ein fl e S  mit 7 r~ f l r  Sei 

So ----- Min {:r e S I :r n 7 :~ 0}. Dann ist 7 c g \ .  U_  fl- Also folgt, da (S, @) eine g -  
~(#, So)ee, fl * So 

0rdnung ist, So (~ 7 ~: 0, a ~ So e :~ und ~ (So) o 7- Mithin ist a aus dem Rand yon 
7, und da 7 beliebig war, ist a e Ex (K). | 

Wit wollen nun Satz 1 beweisen. Sei also K eine beliebige 5f-kompakte Menge. Da 
es immer eine maximale K-0rdnung (S, e) gibt, folg~ aus K \ U / ~  :~ 0 (Lemma 2) die 

Existenz yon Extrempunkten in K. Wir haben also ~ (K )  o r  �9 Ex(K) =~ 0. 
Wir nehmen jetzt  an ~b (K) \ r  (Ex(K)) :~ 0. Dann gibt es nach Lemma 3 ein 5 e S ~ 
mit 5 o Ex(K),  K \ 5 : ~ 0  und ~b(5)~K. Also ist (5, (5, 5)) eine K-0rdnung. Wir 
nehmen dann (Lemma 4) eine maximale K-Ordnung (S*, @*) mit (5, (5, 5)) -r (S*, @*). 

Mit Lemma 5 erhalten wir: 
O ~:K\  U f l  c E x ( g )  . 

' r  eZ* 

Da 5 e S*, erhalten wir den Widerspruch : 

\ ~fleS* ] \ /~eS / 

Also gilt r  = 0. Mithin r  ---- r  I 
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Der Satz yon Krein-Milman. Es sei T ein lokalkonvexer Haussdorffscher Vektor- 
raum. ~ sei die Menge der abgeschlossenen konvexen Mengen in T, und ~ die Menge 
tier offenen konvexen Mengen. Darm treffen fiir ~-  und 5 p die Bedingungen (1), (2) 
und (3) zu. Da T lokalkonvex ist, ist ~ dann die NIenge aller offenen Mengen, und 
die kompakten Mengen'sind 5P-kompakt. Seien a =~ b zwei beliebige Punkte aus T 
und [a, b] = {ha -~ (1 -- 4) b I 0 ~ 2 ~ 1} die Strecke mit den Endpunkten a und b. 
Man priift leicht nach, dab der Rand yon [a, b] genau die Punkte a und b sind. Ein 
Extrempunkt  x einer Menge/~ muB also nach unserer Definition Endpunkt  einer 
jeden in K liegenden und x enthaltenden Strecke seinl). 

In  diesem Fall ergibt Satz 1 den bekarmten Satz yon Krein und Milman, der be- 
sagt, dab die abgeschlossene konvexe Hiille einer kompakten Menge K gleich der 
abgeschlossenen konvexen Hfille der Extrempunkte yon K ist, [7], [8], [9]. 

Auch die in [4] und [5] angegebenen Verallgemeinerungen des Krein-Milman-Satzes 
sind Spezialf~lle yon Satz 1. 

Minimums~itze. Wir wollen zuerst einen abstrakten Minimumsatz als Spezialfall 
yon Satz 1 angeben. Sei • eine beliebige Menge und T die Menge der Abbildungen 
yon kr] in R u {+  r -- c~). Fiir t l ,  t2 e T verwenden wir folgende Schreibweise: 

tl =< t2 ~ [tl (~) =< t2 (9) V ~ ~ T ] .  

Die yon 0 verschiedenen Elemente yon ~ seien nun die X c T, ftir die es ein to e T 
gibt mit:  

X =  { t e T I t o  < t  } .  

Und die yon 0 und T versehiedenen Elemente yon Sz seien die Y c T, fiir die es ein 
e ~rJ und ein ~ ~ R gibt, so dab 

r = {t T I > 

Es gelten dann fiir ~-  und S a die Voraussetzungen (1), (2) und (3). Als Minimum- 
pmakte einer Untermenge K von T bezeichnen wir die Punkte a e K, die die Eigen- 
sehaft haben, dab fiir jedes 5Z-kompakte/~ c K eine der beiden folgenden Bedingun- 
gen (i) oder (ii) erfifllt ist. 

(i) Es gibt ein ~0 e W und ein t~ e /~  mit 

a ((Po) < tl (90) und a (~o) <~ t (Cfo) V t q./~. 

(ii) a(~) = t(~) Vq e WVt e/~. 

Aus tier Definition der Extrempunkte  folgt sofort, dab Extrempunkte auch. 
Minimumpunkte sind. 

Mit Satz 1 und 2 erh~lt man darm: 

Satz 3. Is t  K c T eine 5P-kompakte Menge, dann gibt es ]is ]edez ~ e ~ einen Mini -  
mumpunk t  a yon K mit: a (q~) ~ t (q~) Y t e K .  

Wenden wir diesen Satz auf einen konkreten Fall an. Sei X ein kompakter Raum 
und g] eine Menge yon unterhalb-stetigen Funktionen auf ~ mit Werten in R u {c~}. 

1) Im allgemeinen ist unsere Definition des Extrempunktes sogar strenger als die iibliche. 
Dies wird dutch ein Beispiel in einer noeh unverSffentlichten Arbeit yon W. HAOKE~BROC~ und 
dem AuC~r gezeigt. 
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Satz 4. Pier :edes q~o e ~ gibt es ein a e ~" mit /olgenden Eigenscha/ten: 

(i) ~0 (a) ~ ~0 (Y) V y e ~ .  

(ii) au] jeder lcompakten Untermenge K yon JY~ sind entweder aUe .Funktionen q~ e T 
konstant, oder es gibt ein y e ~ und ein ~ e ~-/ mit ~ (a) <= ~ (z) V z e ~ und ~ (x) < ~ (y). 

B e w e i s .  Wir  bet rachten wieder T, die Menge der Funkt ionen  yon ~rin R k) {q- 0% 
- -  oo) und  bet ten  d in T vermittels  der A b b f l d u n g / / e i n  

[ / I (a)  : I / ( a ) ( ~ )  ~- ~(a)  V ~ e h  r:] v a  e ~ f .  
% 

K -~ ( I I (x)]x  e ~Y'} ist dann  5P-kompakt,  da ffir ein beliebiges S e 5 :  die Menge 
/ / - 1  (S) ---- (x e ~Yfl//(x) e S} eine offene Menge in S i s t ,  denn die ~0 e T sind ja unter- 
halb stetige Funkt ionen  auf  ~f. Die Urbflder der Minimumpunkte  yon  K sind aber 
genau die Punk te  yon  JY:mit der in Satz 4 beschriebenen Eigenschaft .  Also ist Satz 4 
eine direkte Folge yon Satz 3. | 

Sa t z  4 wurde bereits in [6] bewiesen. Es  wurde dort  insbesondere gezeigt, dab die 
Urbilder der Minimumpunkte  yon  K eine Untermenge  des Choquet-Randes  yon  5C 
bezfiglich h y ist**). Es folgt also aus Satz 4 der Minimumsatz yon  H. BAusch, der be- 
sagt, dab die ~ e k~ihr Minimum auf  dem Choquet -Rand  yon  ~ f  annehmen [3]. AuBer- 
dem ist in [4] au f  die Zusammenh/~nge mi t  anderen Minimums/~tzen yon  t t .  BAUV~R 
und  K u  I~A~ ([1], [2], [7]) hingewiesen. 
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2) Dies sieht man leicht, indem man Satz 4, (ii) auf den kompakten Tr~ger eines, einen Mini- 
mumpunkt repr~sentierenden, Ma6es anwendet. 

*) Eine revidierte 1%ssung ging am 4. 10. 1970 ein. 


