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B e m e r k u n g e n  z u  d e n  M i n i m u m s ~ i t z e n  y o n  H .  BAUER 

Von 

B. FUCHSSTEINER 

Ist u  Menge unterhalb stetiger Funktionen auf einem kompakten Raum X 
mit Werten in R w { +  r so machen die Minimums~tze yon H. BA~YE~ Aussagen 
fiber Mengen L c X, so dal3 die / e • auf L ihr Minimum in X annehmen. Eine solche 
Menge ist zum Beispiel der Choquet-Rand yon X bezfiglich ~rJ. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein einfaeher, allgemeiner Satz angegeben, der die 
verschiedenen Minimums~tze als Spezialf&lle enth/~lt. 

1. Ein allgemeiner Satz. Im folgenden sei X ein kompakter Raum und ~ eiae 
Menge unterha]b stetiger Funktionen auf X mit dem Wertebereieh R w { +  ~}.  
K sei eine beliebige nicht-leere, kompakte Teilmenge yon X. Ffir ] e ~ bezeichnen 
wirmit ] [K] : 

(1) / [K]:  = { x e K ] / ( x )  = inf / (y)} .  
yeK 

Da unterhalb stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Minimum annehmen, 
gilt / [K] =~ 0, auBerdem ist [ [K] kompakt und / [K] c K. Sei • c T und 9 eine 
Wohlordnung yon ~ und [0 e ~b das minimale Element bezfiglich 9, d.h. (/0,/) e 9 
V / e ~ .  

Wir definieren induktiv: 

K/o = / 0  [g ] ,  

Aus der Kompaktheit  yon K folgt, dab die K/n icht leere  kompakte Mengen sind. 
Weiter setzen wir: 

K o = I ~ K f  
f e e  

K ist wieder nichtleer und kompakt. AuBerdem grit ffir alle [ a 

(2) [(x) ----/(y) Vx, y e Ke .  

Durch vollst/indige Induktion sieht man leicht, dab ffir x ~ Ke und x e ~ c K, K 
kompakt, gilt, dab x e/~e.  Es sei nun r163 die Menge aller Wohlordnungen yon YJ. 
Wir setzen: 

B (K) def u g e . 
ee~r 
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Satz 1. Jedes / e W nimmt au] B (X) sein M i n i m u m  in X an. 

Beweis .  Wir fixieren ein beliebiges ] e ~P. Es gibt dann eine Wohlordnung ~ von 
W, so dab / minimales Element yon ~ ist. Also XQ c / [X] .  Mit (1) ergibt sieh 
] (x) ~ / (y) V x e Xe, y e X. Aus 0 * Xe c B (X) folgt dann die Behauptung. I 

Es gilt folgende Charakterisierung yon B(x). 

Satz 2. x e X i s t  genau dann Element yon B(x) ,  wenn liar jede kompalcte Menge K 
mit x e K c X entweder ein / e ~ und ein y e K existieren mit 

[(x) = inf  {/(z) ] z e K}  < /(y) , oder 9(x)  = q:(y) V y e g ,  cf e W .  

B e w e i s . . & u s  der Konstruktion yon B ( K )  sieht man, dal3 ffir x ~ B ( X )  und 
x e K c X (K kompakt)  folgt x e B (K). Damit  folgt unmittelbar die Notwendigkeit der 
obigen Bedingungen. Wir nehmen nun an, ffir ein festes x e X sei die obige Bedingung 
erffillt, und wir betrachten die Menge ~ bestehend aus allen Paaren (4, ~), so dab 
4 c W und ~ Wohlordnung yon 4 ist mi t  x e X e . ~ wird mit  folgender 0rdnungs- 
elation ausgestattet:  

(4,  0) ~ (4 ' ,  ~') ~ 4 c 4 '  und ~' Fortsetzung yon ~ ist. 

Diese 0rdnung ist induktiv. Sei (4, 0) ein maximales Element in ~ .  Es sind nun 
alle ] e 4 konstant  auf der kompakten Menge Xe. Fiir W \ 4  :~ 0, g~be es auf  Grund 
der Annahme ein g e W \ 4  mit g (x) = inf g (y), dann ware aber 

yeXQ 

(4  u {g}, ~ u {(/, g) l / ~ 4})  >. (4, ~). 

Dies widerspricht der Maximalitgt yon (4, ~). Also ist ~ ~ 4 .  Damit  ist alles be- 
wiesen. I 

B e m e r k u n g .  Is t  X eine konvexe kompakte Teflmenge eines lokalkonvexen 
Vektorraumes E und ist ~ die Menge der stetigen reellen linearen Funktionale in E, 
so folgt aus Satz 2, dab B (X) eine Untermenge der Extrempunkte  yon X ist. Mit 
dem Satz von Hahn-Banach folgt aus Satz 1 dann unmittelbar der Satz yon Krein- 
Mflman. 

Man kann nun die diversen Minimumsgtze [1], [2], [3], [6] mit  Satz 1 oder aueh 
mit  Satz 2 beweisen. Wir wollen dies an zwei Beispielen zeigen. 

2. Ein Minimumsatz yon H. BA~R. X und T seien wie eingangs definiert. Jg/sei 
die Menge aller Radonschen WahrscheinliehkeitsmaBe auf X. Jedem Punkt  x ~ X 
wird die Menge ~/x  zugeordnet. 

.,/l~ = {f f  e .Af I . I / r i f t  < i (x) V I E W}  . 
X 

Der Choquet-Rand Ch (X) yon X bezfiglich der Funktionen ~ ist die Menge aller 
Punkte x ~ X, so dag alle # ~ ~/x  yon {y ~ X i [(x) = ](y) V[ e W} getragen werden. 

Lemma 1. Ch (x) ~ B (X). 

Bewei s .  Sei e eine Wohlordnung yon W, x ~ Xe ein festes Element und K c X \ X  o 
eine kompakte  Menge. Wit  betraehten das Minimum ~ beztiglieh ~ yon folgender 
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Menge ~5 = { l e t  I X/ :~  K/}. ~5 ist nicht leer. Es gilt dann: infq(y)  - -  T(x) = ~ > 0 .  
Mithin folgt ffir alle # e ~ 'x  y~z 

:r = ~ d #  << f ( ~ - -  ~(z) )d~ <= O. 
K .K 

Also grit fiir alle # e ~//x und alle kompakten K c X \ X e  # (K) ---- 0; d.h. # wird yon 
X e c  ( y e X ] / ( x )  = / ( y )  V / e T )  getragen. Mithin xeCh(X) .  | 

Aus Satz 1 folgt sofort: 

Satz (BAUER). Jedes ] e T nimmt sein Minimum au] X au/ dem Choquet._Rand yon 
X ate.  

Im allgemeinen gilt jedoch nicht B(X)  ---- Ch (X). Dafiir ein einfaehes Beispiel. 

Be i sp i e i .  Sei X : (a, b, c) ausgestattet mit der diskreten Topologie, und sei 
~ - -  {~i, ~2}, wobei ~i ---- {(a, 1), (5,2), (c, 4)} und ~ 2 :  {(a, 4), (5, 2), (c, 1)}. Dann 
ist B ( X )  -- {a, c} cCh(X).  Wit wollen feststellen, ob b e Ch(X). ha, ~ ,  (~c seien die 
PunktmaBe auf X. Jedes # ~ J / h a t  die Form/z -- cr ~a ~- f180 ~- 7 ~c mit c~,/5, 7 ~ 0 
und ~ ~-/5 § 7 ---- 1. Wenn # e ~ / b ,  so folgt: : ( ~  2/5 + 47  =<2, 4 ~ + 2 / 5 - + - 7  <_2. 
Mithin /5----1, also ~#~----{5~} und beCh(X) .  

Von W. I-IAc:KENBROCH warden mir die folgenden S/itze mitgeteilt. 

Satz (HAcKEI~RROCH). Wenn T punktetrennend ist uncl {] ~ g l ], g e T }  c ~[], dann 

gilt : B (X) c Ch (X) c B (X). 

B e we is. Lemma 1 ]iefert die erste Inklusion. Mit den Voraussetzungen ist Ch (X) 

bekanntlieh der Silov-Rand yon X beziiglich T [4]. Nach Satz 1 ist aber B ( X )  ein 

abgesehlossener Rand, mithin haben wir: B (X) o Ch (X). | 

Korollar. Wenn T c C(X) und { / ~  gl /, g e W} c ~ ,  dann gilt ]iir CI~(B(X)), die 
abgeschlossene Hiille yon B ( X) in der ~-schwachen Topologie, daft CI~(B (X)) �9 Ch (X). 

Beweis .  Wir betrachten d ie  Aquivalenzrelation ~---- {(x, y)]] (x) = ] (y) V ] e T }  
und die natfirliche Abbildung ~: X --+ X/~z. X /~  ist kompakt unter der Quotienten- 
topologie und u  C(X/7~). Fiir die abgeschlossene Hiille Clv,(B(X/~)) yon B(X/7~) 
in der T-schwaehen Topologie, die grSber als die Quotiententopologie in X /~  ist, gilt 
naeh dem angefiihrten Satz CI~,(B(X/g)) �9  Ch(X/~). Man sieht aber sofort, dab 
~-I (Cl~ (B (X/z))  = Cl~ (B (X)), und eine einfache Anwendung des Hahn-Banach 
Satzes ergibt ~-1 Ch (X/~) -~ Ch (X). Daraus folgt dalm Cl~ (B (X)) �9 Ch (X). | 

3. Satz yon K~ FA~. Eine Spezialisierung der Minimumsatze yon BAUER ist der 
Satz yon KY FAN. Wir wollen ihn als Beispiel fiir die Anwendbarkeit yon Satz 2 
benutzen. Sei X, u  eingangs definiert. Von ~ wird noch vorausgesetzt, dab 
die Punkte in X trennt. Man sagt, x e X  liegt zwischen z und y (x e [z, y]), wenn: 
[(/(x) =< / (z) A / (x) =< / (y)) ~ / (z) = ] (y) -- ] (z)] V /e  W. 

KY FA~ nennt einen Punkt  Extrempunkt  yon X ( x  e E(X)) ,  wenn fiir alle z, y e X 
mit x e [z, y] fo l~  : x ---- y ---- z. 

Lemma 2. B (X) c E (X). 
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B e w e i s .  Sei x ~ B ( X )  und  y, z e X mi t  x e [y, z]. W i r  be t r ach ten  K = {x, y, z}. 
Aus x e [ y ,  z] f o l ~ ,  dal3 kS kein  ] e T  geben kann,  welches a u f  x ein echtcs Min imum 
in K ann immt .  Mit  Satz 2 folgt  dann,  dab  alle ] e T k o n s t a n t  auf  K sind. Da  ~r/die 
P u n k t e  yon X t renn t ,  erh~l t  m a n :  x : y ---- z. | 

Auch  hier gil t  im  al lgemeinen night,  d a b  B (X) ---- E (X). (Beispiel in Abschn i t t  2.) 
Da raus  folgt sofor t  mi t  Satz 1: / 

Satz (KY FAN). Jedes ] e y_l n immt in E (X) sein M i n i m u m  au] X an. 

Herrn Dr. W. HACKENBROCH und Herrn Prof. Dr. H. KSNZG yon der Uuiversit~t Saarbrficken 
mSehte ieh fiir ihre Hinweise und Anregungen herzlieh danken. 
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