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Verallgemeinerte Konvexit~itsbegriffe und L~-R~iume 
BENNO FUCttSSTEINER 

In [1] hat der Verfasser versucht, den Begriff der konvexen Menge zu ver- 
allgemeinern. In dieser Arbeit soil eine spezielle Klasse yon Konvexitiits- 
begriffen angegeben werden, niimlich solche, die dutch stetige Abbildungen in 
Hausdorffschen R~iumen erzeugt werden. Darunter fiillt dann auch die p-Kon- 
vexitiit (p =< 1), fiir die dann in p-normierbaren Riiumen die in [1] bewiesene 
Erweiterung des Satzes yon Krein-Milman giiltig ist. Weiterhin wird ffir p _>_ t 
ein Konvexit~itsbegriff angegeben, der gerade die U'-Riiume charakterisiert. 

§ 1. Konvexe, die durch Abbiidungen erzeugt werden 

Es sei 4 '  = {~o} eine Familie von Abbildungen, die das Tensorprodukt T × T 
des Hausdorffschen Raumes T stetig in T abbilden. Wir wollen durch diese 
Abbildungen nun einen Konvexit~itsbegriff definieren. 

Def'mition 1. Eine Menge B C T heil3t ~-konvex, wenn: 

q~(a,b)~BVa~BVb~BVq)~ff)*. 

Aus der Definition folgt dann unmittelbar: 

Lemma 1. BeIiebige Durchschnitte ~-konvexer M engen sind ~-konvex. 

Wir nennen den Durchschnitt aller ~-konvexen Mengen, die A enthalten, 
die ~-Hiille yon A. <A> bezeichne die ~-Hiille. Nach Lemma 1 ist <A) fiir alle 
A eine ~-konvexe Menge. Die ~-Htille existiert immer, da der ganze Raum T 
eine ~-konvexe Menge ist. Aul3erdem gilt: 

( A ) ~ A V A C T .  (1) 

Ist H(B) die Menge aller endlichen Untermengen von B, so erhalten wir: 

Lemma 2. 
<B>= U 

? J I  (B) 

Beweis. F/ir alle 7 ¢ II(B) gilt: (?> C (B>. Also: U (?> C <B>. Seien nun 
2pe II (B) 

a, b zwei beliebige Elemente aus ~ (7), dann gibt es zwei 61, 62 ~ FI(B) mit 
~/~H (B) 

a ~ (31), b ~ (62). Aus ({a, b}> C (61 u62> und 61 w62 ~ II(B) ergibt sich, da$ 
U (?> eine O-konvexe Menge ist. Also folgt mit U ( ? > 3 B  die Be- 

~t/(a) rJ/(B) 
hauptung. -2 
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Man kann nun durch die 4-Hfilte eine Abbildung 4 der Menge aller Unter- 
mengen von T in sich definieren. 

4 : 4 ( A ) =  (A> VAC T. 

Mit 4(A)DA V A C T und Lemma 2 ist gezeigt, dab die Abbildung 4 eine 
,,Konvexe" im Sinne yon [1] ist. 
Wir wollen noch eine Konstruktion der 4-Hfillen betiebiger Mengen angeben. 
Wir betrachten die folgende Abbildung: 

Y : Y(A) = A w  {q~(ai, az)lai E A, a 2 E A, (p ~ 4*}.  

Es gilt dann ffir beliebige a, b ~ A und beliebige 9 E 4",  dab ~o(a, b)~ Y(A). 
Da auBerdem Y(A)C (A), erhalten wir: 

( A ) =  ~) Y"(A), (2) 

wobei Y"(A):= Y(Y"-I(A)). ,=1 
Es erhebt sich nun die Frage, ob 4 eine regul~ire, topologische Konvexe ist. 
Im atlgemeinen muB man dies verneinen; es gilt lediglich folgende der ffir 
regul~ire, topologische Konvexe geforderten Eigenschaften: 

Lemma 3. Der topologische Abschlufl 4-konvexer Menoen ist 4-konvex. 

Beweis. Sei A C T eine beliebige ~-konvexe Menge und sei a, b ~ .4. Dann 
gibt es Folgen a., b, mit a. ~ A, b, ~ A und l ima .  = a, l imb ,  = b, Da A 4-konvex 

n ---~ or3 n ~ o o  

ist, folgt: q~(a,, b,)~A ¥ q ~  4*. Aus der Stetigkeit der Abbildungen ~o~ 4* 
ergibt sich dann: 

tim q~(a,,b,)=~p(a,b)~A'¢q~E4*. -J 

§ 2. p-Konvexitiit (p _~ 1) 

In diesem Kapitel sei immer 0 < p < 1. AuBerdem sei T nun ein topologischer 
Vektorraum. Wir wollen folgende stetige Abbildungen betrachten: 

q~,p : ~p~,p(a, b) = aa + fib V a, b ~ T . 
4* sei nun: 

4 * =  {¢p,,Bla~0, f l>0 ,  aP+f lP= 1}. 

Diese Familie yon Abbildungen definiert nach Kapitel 1 eine Konvexe, die wir 
mit Cp bezeichnen. Die ~p-Hfille (A)p y o n  betiebigen A C T ist dann nach 
G1. (2) gegeben durch: 

(A>p={~,=, ~,a, l n = l , 2  . . . .  ;~i>-O, a i ~ A , ~ { = l } .  (3) 

Aus GI. (3) folgt unmittelbar 

Lemma 4. Aus ( A ) p = A  und (B)v= B folgt: 
i) ( A + B ) p = A + B ,  

ii) ( A u B ) p =  {aa+ f lb lasA;  b~B;ct, fl>_O, ~ +  tiP= 1}. 
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(0blicherweise bezeichnet man diesen Konvexit~itsbegrift als p-Konvexit~it 
[2] und Mengen A C T mit (A>v = A als p-konvexe Mengen. Wir erinnem 
daran, dab ein Raum T ~p-konvex im Punkte a genannt wird, wenn es zu a 
eine ~p-konvexe Umgebungsbasis gibt [1]. AuBerdem wird q~p eine regulare, 
topologische Konvexe genannt, wenn fiir alle B C T folgendes gilt: 

a) <(B>p> = (B>p; 

b) B ist often =~<B>p ist often; 

c) N 
Ue~t(B) 

d) (a e <{b}>p A b e ({a}>p~a = b) Va, be T; 
e) ist B often und p-konvex, so gilt: 

<y>pn/3\B C <?nB\B>p V ? e/-/(B), 

wobei ~(B) die Menge aller offcnen Mengen ist, die B enthalten. 

Es gilt nun folgender Satz: 

Satz 1. Ist T ~p-konvex On NuItpunkt, so ist ~p eine reguli~re, topologische 
Konvexe. 

Beweis. a) folgt aus Lemma 3. 
b) Sei B C T eine beliebige offene Menge. Wir brauchen nur zu zeigen, dab 

es zu jedem b e (B>p\B eine Umgebung gibt, die ganz in <B>p liegt. Sei also 

b e <B)p\B, dann gibt es eine endliche Menge {b 1 . . . . .  b,} CB mit ~ ~ i b i  = b, 
i = i  

n 

wobei ei ~ 0 und ~ e~' = 1. Ohne Beschrgnkung der Allgemeinheit k6nnen wir 
1 

annehmen, dab cq # 0. Da ba eB, gibt es eine in B liegende Umgebung U(bO 

von b 1 . Also ist cq U(b 0 + ~ crib ~ ( (B)p, dies ist aber eine Umgebung von b. 
2 

c) Sei { U} eine p-konvexe Nullumgebungsbasis. Dann ist nach Lemma 4 
(B--'>~ + G p-konvex fiir alle U e { U} und B C T. Da es aber fiir jedes U e { U} 
ein ~ e ~(B) gibt mit 0 C (B)~ + U, so folgt: 

n <U>vE n ((B>~+U)=<B>~. 
Oeqt (B) OelU} 

d) a e  { 2 b t 0 < 2 <  1} und b e  { 2 a l 0 < 2 ~  1} ergibt a=b fiir alle a, b e  T. 
Da nun (a*>p C {2al0 < 2 < 1} ¥ a* e T, so folgt aus a e ({b}>p und b e({a}>p, 
dab a = b. 

e) Es sei B often und p_-konvex. Wir nehmen ein beliebiges ? e//(/~) und 
setzen: ? o = ? n B  71 = ?n(B\B), also 7 = ?oU?a • Nach Lemma 4 gilt dann: 

(7>p= {aa + flbla e (~,o)p, b e (?l)p, ~, fl ~ O, aP + flP= t}.  

Es genfigt zu zeigen, dab fftr ~ > 0 die ~a + fib in B liegen, wenn a e <?o>p, 
be<? l>p  und f l ~ 0  mit a * + f l ~ = l .  Denn daraus folgt <?>p\BC<?l>p. Sei 
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also • > 0, f l> 0, eP + tip = 1 und b s (71)p, a e (Yo}p, dann existiert eine Folge 
b,~B mit b,~b(n~o~).  

Es ist ota+flb=ot(a+fl/e(b-b,))+flb,. Da B often ist, gibt es eine Um- 
gebung von a, die ganz in B liegt, also gilt ffir hinreichend groBe n 

[a + fllo~(b - b.)] e B 

und da B p-konvex ist, a(a+fl /a(b-b.))+flb.eB; also: ~a+flbeB.  J 
Da ffir alle regul~iren, topologischen Konvexe in Hausdorffschen R~iumen 

das Theorem yon Krein und Milman giiltig ist, gilt dieses Theorem auch ffir die 
p-Konvexit~it in topologischen Vektorr~iumen, die eine p-konvexe Null- 
umgebungsbasis haben. Wenn man also den entsprechenden Konvexit~its- 
begriff zugrunde legt, gilt der Satz yon Krein-Milman in allen lokalbeschr~ink- 
ten Vektorrgumen. Der g~ingige Beweis dieses Satzes versagt ffir p < 1, da ein 
wesentlicher Beweisschritt unter Zuhilfenahme abgeschlossener Hyperebenen 
geffihrt wird. Fiir p < 1 gibt es aber lokalbeschr~inkte Vektorr~iume, in denen 
jede Hyperebene dicht ist [2-1. 

§ 3. L p-Rfiume 

Wit betrachten die komplexen Funktionen tiber dem Intervall I = [h, h*] 
C lit. LP(I) seien die R~iume der LP-Funktionen fiber diesem Intervall. Also: 
~ . ( , ) : { l i f l l , . , i . ~ .<  ~}. Durch ttfltl.=Oflf(x)p'dx}" ist ftir p> l  eine 
Norm gegeben, ffir O < p <  1 eine p-Norm. Oas heil3t, die Einheitskugel 
Ep(I) = {/1[I f Irp _-< 1 } ist ffir p > 1 eine konvexe Menge, fOx p < 1 eine p-konvexe 
Menge. 

Wir wollen nun folgende Sprungfunktionen betrachten: 

110 ftir s<-x<-r, 
t/s,,(x) = sonst, 

wobei r > s gelten soll. 
Sei 

S(I)= {2. ~t~,,Is, re I ,  s >  r, 2 elE}, 

dann kann man fiir p < 1 die Einheitskugel Ep(I) durch p-konvexe Summen von 
Funktionen f aus S(1) mit It f [tp < 1 approximieren. Es gilt also ftir p < 1 : 

(Ep(I) ~ S(I)}p = Ep(I). (4) 

Dies ist eine direkte Fotge der Ungleichung: 

I i f  +ot, d x < I l f l ,  dx+IlolPdx (p< 1), 

die eine Gleichung ist, wenn die Tr~iger von f und g leeren Durchschnitt haben. 
Die Frage, der wir uns nun zuwenden wollen, ist die, ob es einen ver- 

allgemeinerten Konvexit~itsbegriff gibt, so dab eine zu (4) entsprechende 
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Gleichung auch ffir p > 1 gilt. Da  ja ffir p < 1 die p-Konvexit~it gerade die ent- 
sprechenden LP-R~iume charakterisiert ,  ist dies die Frage nach einer Konvexen,  
welche die LP-R~iume fox p > 1 charakterisiert .  Wie wir sehen werden, ist dies 
in der Ta t  m6glich. 

a) Eine Ungleichung 

L e m m a  5. Fiir p > 1 und a, b > 0 haben wit die Ungleichung : 

(a + b + l/l-a-b(21/p - 2)) p =< a p + b p . 

Das Gleichheitszeichen gilt J~r p > 1 genau dann, wenn a = b oder a = 0 oder b = 0. 

Beweis. F/Jr p = 1 haben  wir offensichtlich das Gleichheitszeichen. Wir 
nehmen  also an p >  1 und bet rachten die Funkt ionen :  R ( y ) = 2 y - 2 y  2p-* 
+ t y  2p  - -  t 

F(y) = (1 + y2 _ ty)P/(1 + y2p), 

mit  t = 2 - 2 l/e. Fiir y > 0 sind R(y) und F(y) beliebig oft stetig differenzierbar. 
R"(y) hat  in 0 < y < oo nur  eine Nullstelle, namlich bei Yo = (2p - 2)/p. t. Also 
hat  R'(y) h6chstens zwei Nullstellen und R(y) hSchstens drei Nullstellen in 
(0, oe). Mit  R ( y ) = -  y2PR(1/y) folgt, dab  R(y) h6chstens eine Nullstelle in 
0 < y < 1 hat. Aus 

r'(y) = R(y) p(1 + y2 _ ty)/(1 + y2V)2 

ergibt sich, dab  F(y) h6chstens einen Ex t r empunk t  zwischen 0 und 1 hat. Mit 
F(0) = F(1) = 1 und F(t) < 1 folgt dann F(y) < 1 fiir y e (0, 1). Aus C(y) = F(1/y) 
erhal ten wir letztlich F(y) =< 1 ftir y ~ [0, oo], wobei  das Gleichheitszeichen nur  
fox y = 0, y = 1, y = oe gilt. Aus 

(a + b+ ~ /~ (21 /P-  2))P= F ( ~ b  )(aP + bP) 

folgt dann das Lemma .  --J 

b) Die Konvexe Op(p ~ 1) 

Seien f ,  g zwei Funk t ionen  fiber I :  Wir  definieren: 

F~p,e:F~p ( f ,g )=(o t f  +f lg)+ ] / , r~ f~ l  o~f +f lg  (21tv_2)  
]~fl + l,ggl 

a,* = { f ~ p l = , / ~ > 0 ;  =~ + p~ = 1},  

wobei p > 1 gelten soll. 
Die Famil ie  yon stetigen Abbi ldungen  ~ definiert eine Konvexe  ~p im 

Sinne v o n §  i. 

Sa tz  2. Die Einheitskugel Ep(I) yon LP(I) ist ~p-konvex. 
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Beweis. Sei ~,/3 >___ 0 mit ~v + tip = 1 und seien f ,  g beliebige Funktionen 
fiber I mit S ff[ p dx < t, ~ 19t v dx  < 1. Dann folgt mit Lemma 5: 

I 1 

]F~a(f ' g)[V dx ~ ~ Iaf + flgl F Pa(lfl ' }g[) dx < cd' S } f l p dx  + tip ~ igl v dx < 1. -~ 
i " , l ~ f l + l f l g [  ~ x 

Anmerkung. Mit Ev(1 ) ist auch 2Ev(I) ffir beliebige komplexe 2 eine 
#p-konvexe Menge, daher ist der Raum LP(I) im Nullpunkt #p-konvex. 

Wenn die Trager der Funktionen f u n d  g leeren Durchschnitt haben, so ist 
F~a(f, g) = a f  + fig. Damit sieht man leicht, dab f/Jr i0 > p die Einheitskugel des 
LP-Raumes nicht ~a-konvex ist. 

Satz 3. cbv(Ev(I)c~S(l) ) = Ev(I). 

Beweis. S e i f  eine beliebige Funktion fiber I mit ~ If[ p dx < 1. Wir zerlegen 
x 

I in N zusammenh~ingende Intervalle 11 . . . . .  I s  von gleichem MaIL Also: 

I = [ ( N + l - n ) h + ( n - 1 ) h *  ( N - n ) h + n h * ]  
N ' N (n < N ) .  

Sei g.(x) ~ S(I) definiert durch" 

g. (x)  = 
ffir x q~ I. . 

Da die Durchschnitte der Tr~iger der #,(x) ffir verschiedene n das Mal3 Null 
haben, ist nach Definition yon q~p die Funktion 

N 

fu(x) = Z g,(x) aus q~p(Ev(l)c~S(I)). 
n = l  

Da aber: lira l I f - f N I l p = 0 ,  erhalten wir also 
N ~ a o  

i t  ~v(Ep(I)c~S(l)) . _.a 
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