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Verallgemeinerte Konvexitdtsbegriffe und LP-Riume

BENNO FUCHSSTEINER

In [1] hat der Verfasser versucht, den Begriff der konvexen Menge zu ver-
allgemeinern. In dieser Arbeit soll eine spezielle Klasse von Konvexitits-
begriffen angegeben werden, némlich solche, die durch stetige Abbildungen in
Hausdorffschen Rdumen erzeugt werden. Darunter fallt dann auch die p-Kon-
vexitit (p < 1), fir die dann in p-normierbaren Riumen die in [1] bewiesene
Erweiterung des Satzes von Krein-Milman giiltig ist. Weiterhin wird fiir p= 1
cin Konvexitdtsbegriff angegeben, der gerade die I7-Rdume charakterisiert.

§ 1. Konvexe, die durch Abbildungen erzeugt werden

Es sei * = {p} eine Familie von Abbildungen, die das Tensorprodukt T x T
des Hausdorffschen Raumes T stetig in T abbilden. Wir wollen durch diese
Abbildungen nun einen Konvexititsbegriff definieren.

Definition 1. Eine Menge BC T heilit ¢-konvex, wenn:
¢la,b)e BYaecBYbeBY e d*.

Aus der Definition folgt dann unmittelbar:
Lemma 1. Beliebige Durchschnitte 9-konvexer Mengen sind ®-konvex.

Wir nennen den Durchschnitt aller #-konvexen Mengen, die A enthalten,
die ¢-Hiille von A. {A) bezeichne die $-Hiille. Nach Lemma 1 ist {A) fiir alle
A eine P-konvexe Menge. Die @-Hiille existiert immer, da der ganze Raum T
eine $-konvexe Menge ist. AuBerdem gilt:

{A>DAVACT. (1)
Ist J71(B) die Menge aller endlichen Untermengen von B, so erhalten wir:
Lemma 2.
By= ) .
yell(B)
Beweis. Fiir alle y e II(B) gilt: {y> C {B). Also: U {y> C{B). Seien nun
yell(B)
a, b zwei beliebige Elemente aus U {7), dann gibt es zwei 9,, 6, € II(B) mit

yell(B)
ae{d,), be{d,)>. Aus {{a,b}> C<8,Ud,) und &,Ud, € II(B) ergibt sich, daB
{J {y) eine ®-konvexe Menge ist. Also folgt mit () <y>>B die Be-
yeI (B) yell @)
hauptung. -
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Man kann nun durch die ¢-Hiille eine Abbildung & der Menge aller Unter-
mengen von T in sich definieren.
Q:P(A)=CA>VACT.

Mit P{(4)D AV ACT und Lemma 2 ist gezeigt, dal die Abbildung & eine
,Konvexe” im Sinne von [1] ist.

Wir wollen noch eine Konstruktion der ¢-Hiillen beliebiger Mengen angeben.
Wir betrachten die folgende Abbildung:

Y:Y(A)y=Aulpla,,a,)la, € 4,8, € 4, ¢ € D%} .

Es gilt dann fiir beliebige a,be 4 und beliebige ¢ € &*, dall (g, b)e Y(4).
Da auflerdem Y (A4) C {A),erhalten wir:

A=) Y"1, @
wobei Y™(4) 1= Y(Y""1(A)). =t
Es erhebt sich nun die Frage, ob @ eine reguiére, topologische Konvexe ist.
Im allgemeinen muB man dies verneinen; es gilt lediglich folgende der fiir
reguldre, topologische Konvexe geforderten Eigenschaften:

Lemma 3. Der topologische Abschlufl @-konvexer Mengen ist $-konvex.

Beweis. Sei AC T eine beliebige ®-konvexe Menge und sei g, be 4. Dann
gibtesFolgena,, b, mita, € 4, b, Aund lim g,=a, lim b,=5. Da 4 #-konvex
n-+o

ist, folgt: @(a,,b,Je AV p e d*. Aus der Stetigkeit der Abbildungen ¢ e *

ergibt sich dann: _
lim @fa,, b)=¢la, bjc AVopecd*. -

§ 2. p-Konvexitiit (p <1)

In diesem Kapitel sei immer O < p £ 1. Aulerdem sei T nun ein topologischer
Vektorraum. Wir wollen folgende stetige Abbildungen betrachten:

Pup:Pupl@b)=aa+pbVa beT.
@, sei nun:
O = {0n 220,820, 07+ =1}
Diese Familie von Abbildungen definiert nach Kapitel 1 eine Konvexe, die wir

mit @, bezeichnen. Die ¢ -Hiille (4}, von beliebigen 4 C T ist dann nach
Gl. {2) gegeben durch:

(A)Fx{z oc,-a,-ln=1,2,...;ocigo,aieA,Zoc,l’zl}. 3
i1

Aus Gl. (3) folgt unmittelbar
Lemma 4. Aus {A),= A und {B),=B folgt:
i) (A+B),=A+B,
ii) (AUB),={xa+ pblac A;beB;a, 20,07+ fF=1}.
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Ublicherweise bezeichnet man diesen Konvexititsbegriff als p-Konvexitit
[2] und Mengen ACT mit (4),= A als p-konvexe Mengen. Wir erinnern
daran, daB ein Raum T &,-konvex im Punkte a genannt wird, wenn es zu a
eine @,-konvexe Umgebungsbasis gibt [1]. AuBerdem wird @, eine regulire,
topologische Konvexe genannt, wenn fiir alle B C T foigendes giit:

a) ((B>,»={B>,
b) Bist offen = (B}, ist offen;
o () {U),=B>y

Ue (B)
d) (ae{b}>,ANbel{a}},=a=b)Va,beT;
e) ist B offen und p-konvezx, so gilt:

{y>,nB\BCynB\B),Yyell(B),
wobei % (B) die Menge aller offenen Mengen ist, die B enthalten.

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 1. Ist T ®,-konvex im Nullpunkt, so ist @, eine reguldre, topologische
Konvexe.

Beweis. a) folgt aus Lemma 3.

b) Sei BC T eine beliebige offene Menge. Wir brauchen nur zu zeigen, daB
es zu jedem b € (B),\B eine Umgebung gibt, die ganz in {(B), liegt. Sei also
be {B),\B, dann gibt es eine endliche Menge {b,, ..., b,} CB mit Y o;b,=b,

. i=1
wobei o; 2 0 und )’ of = 1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir

1
annehmen, daB «, 0. Da b, B, gibt es eine in B liegende Umgebung U(b,)
von by. Alsoista, U(b,)+ ) a;b;C (B}, dies ist aber eine Umgebung von b.
2

__©) Sei {U} eine p-konvexe Nullumgebungsbasis. Dann ist nach Lemma 4
{B), + U p-konvex fiir alle U € {U} und BCT. Da es aber fiir jedes U € {U}
ein U e %(B) gibt mit U C (B}, + U, so folgt:

N U< ) KB, +1)=(B>,.
Ueu(B) Uetl)

d) ac {Ab|0< A1} und be {Aa]0< A< 1} ergibt a=»b fir alle g, be T.
Da nun {a*),C{lal0<Ai=1} Va*eT, so folgt aus ae {{b}), und bel{a}),,
dafl a=b.

¢) Es sei B offen und p-konvex. Wir nehmen ein beliebiges y e I1(B) und
setzen: yo=yNB y,=yN(B\B), also y = y,uy,. Nach Lemma 4 gilt dann:

$py,={aa+Bblae{ye),, bely ), 0, B2 0,0+ =1} .

Es geniigt zu zeigen, daB fir «>0 die xa+ fb in B liegen, wenn ae (yo>,,
be{y >, und f20 mit of + f°=1. Denn daraus folgt {y> \BC<(y,),. Sei
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also >0, 20, o + fP =1 und be{y,),, a€ {yo),, dann existiert eine Folge
b,e B mit b,— b(n— ).

Es ist aa+ b= ola + B/a(b—b,))+ Bb,. Da B offen ist, gibt es eine Um-
gebung von a, die ganz in B liegt, also gilt fiir hinreichend grofie n

[a+ B/a(b—~bY)]eB
und da B p-konvex ist, «(a + p/a(b—b,))+ Bb,€ B; also: ea+ fbe B. -

Da fiir alle reguldren, topologischen Konvexe in Hausdorffschen Raumen
das Theorem von Krein und Milman giiltig ist, gilt dieses Theorem auch fiir die
p-Konvexitit in topologischen Vektorrdumen, die eine p-konvexe Null-
umgebungsbasis haben. Wenn man also den entsprechenden Konvexitits-
begriff zugrunde legt, gilt der Satz von Krein-Milman in allen lokalbeschrink-
ten Vektorrdumen. Der gingige Beweis dieses Satzes versagt fiir p< 1, da ein
wesentlicher Beweisschritt unter Zuhilfenahme abgeschlossener Hyperebenen
gefithrt wird. Fiir p< 1 gibt es aber lokalbeschrinkte Vektorrdume, in denen
jede Hyperebene dicht ist [2].

§ 3. L? -Riume

Wir betrachten die komplexen Funktionen iiber dem Intervall I = [h, h*]
CR. Z7(]) seien dic Riume der [P-Funktionen iiber diesem Intervall. Also:
L"(I)={ FHlf P dx< oo}. Durch || fu,,=U | f(x);vde”P ist fir p=1 eine

I I

Norm gegeben, fiir 0<p<1 ecine p-Norm. Das heifit, die Einheitskugel
E,(D={fIlfl,=<1}istfiir p= 1 eine konvexe Menge, fiir p < 1 eine p-konvexe
Menge.

Wir wollen nun folgende Sprungfunktionen betrachten:

U fur sExsr,
e r(X) = {0 sonst,

wobei r > s gelten soll.

Sei

Shy={A-n,,ls,rel,s>r,leC},

dann kann man fiir p < 1 die Einheitskugel E (I) durch p-konvexe Summen von
Funktionen f aus S(J) mit || ||, < 1 approximieren. Es gilt also fiir p < 1:

CELDNNSI),=E, ). 4
Dies ist eine direkte Folge der Ungleichung:
fif+gPdx<fiffFdx+[lglPdx (=1),

die eine Gleichung ist, wenn die Tréger von f und g leeren Durchschnitt haben.
Die Frage, der wir uns nun zuwenden wollen, ist die, ob es einen ver-
allgemeinerten Konvexititsbegriff gibt, so daB eine zu {4) entsprechende
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Gleichung auch fir p> 1 gilt. Da ja fiir p <1 die p-Konvexitit gerade die ent-
sprechenden IP-Raume charakterisiert, ist dies die Frage nach einer Konvexen,
welche die I7-Réaume fiir p > 1 charakterisiert. Wie wir sehen werden, ist dies
in der Tat moglich.

a) Eine Ungleichung
Lemma 5. Fiir p2 1 und a, b = 0 haben wir die Ungleichung :

(a+b+)/ab@2? —2)p <aP+b*.

Das Gleichheitszeichen gilt fiir p > 1 genau dann, wenn a = b oder a =0 oder b=0.

Beweis. Fiir p=1 haben wir offensichtlich das Gleichheitszeichen. Wir
nehmen also an p>1 und betrachten die Funktionen: R(y)=2y—2y*#"!
+ty*P—t

rep)=1+y* —tyP/[1+y*9),
mit t =2~ 2VP_ Fiir y >0 sind R(y) und I'(y) beliebig oft stetig differenzierbar.
R"(y) hat in 0 < y < o0 nur e¢ine Nullstelle, ndmlich bei y, = (2p—2)/p-t. Also
hat R'(y) hochstens zwei Nullstellen und R(y) hochstens drei Nullstellen in

(0, c0). Mit R(y)= — y*?R(1/y) folgt, daB R(y) hichstens eine Nullstelle in
0<y<1 hat. Aus

I'(»)=Ry) p(L + y* —ty)/(L + y*7)?

ergibt sich, dal I'(y) hochstens einen Extrempunkt zwischen 0 und 1 hat. Mit
IrO=r{)=1und r(ry<1 folgt dann I'(y} < 1 fiir ye (0, 1). Aus F'(y)=TI"(1/y)
erhalten wir letztlich I'(y) £ 1 fiir y € [0, co], wobei das Gleichheitszeichen nur
fir y=0,y=1,y= 00 gilt. Aus

(a+b+1/ﬁ<z“*°~2»f'=r(‘/%) (@ + b)

folgt dann das Lemma. -

b) Die Konvexe ®,(p=1)
Seien f, g zwei Funktionen tiber I: Wir definieren:
«f + By
FPo:FPo(f,g)=(f +Bg+ 1T _(lir_ 2y,
&y = {Flpla, f20; a7 + P =1},
wobei p 2 1 gelten soll.

Die Familie von stetigen Abbildungen @} definiert eine Konvexe @, im
Sinne von § 1.

Satz 2. Die Einheitskugel E (I) von L*(I) ist ®,-konvex.
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Beweis. Sei o, 20 mit o + f#=1 und seien f, g belicbige Funktionen
iiber I mit j IflPdx st f lgi? dx < 1. Dann folgt mit Lemma §5:

!f+Bm
1 loef1+1Bgl

Anmerkung. Mit E,(I) ist auch AE,(I) fiir belicbige komplexe A eine
@ -konvexe Menge, daher ist der Raum I°(I) im Nullpunkt @,-konvex.

Wenn die Tréger der Funktionen f und g leeren Durchschnitt haben, so ist
FZ4(f, 9)=af + Bg. Damit sicht man leicht, daB fiir p > p die Einheitskugel des
I?-Raumes nicht @;-konvex ist.

Satz 3. @(E,(HnS(D)=E(I).

Beweis. Sei f eine beliebige Funktion iiber I mit { | f]? dx < 1. Wir zerlegen

fIF;’p(f g dx < [ Fo(fl, !gl)dx<oc”§|fl”dX+ﬂ”,fIgl”dx<1

I'in N zusammenhéngende Intervalle I,, ..., Iy von glfeichem MabB. Also:

N+1l—nmh+in—0Dh* (N—nh+nh*
N ’ N

Sei g,(x) € S(I) definiert durch:

(Nﬁdﬂ“ijuvdxym fir xel,,

I =

n

](ngN).

I

In (X) =
fir x¢I,.
Da die Durchschnitte der Trager der g,(x) fir verschiedene n das Maf} Nuil
haben, ist nach Definition von @, die Funktion

fulx)= Z; gu(x) aus DL (E(NNS()).

Da aber: 1,\%im { f— fwll,=0, erhalten wir also
g e}

fe & E,DAST). -
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