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Verallgemeinerte Konvexititsbegriffe
und der Satz von Krein-Milman

BENNO FUCHSSTEINER

Herrn Professor Dr. C. Schmieden zum 65. Geburtstag gewidmet

Fiir lokalkonvexe topologische Vektorraume ist der Begriff der konvexen
Menge ein niitzliches Hilfsmittel. Viele wichtige Sitze der Funktionalanalysis
haben einen geometrischen Inhalt, der sehr eng mit diesem Begriff zusammen-
hingt. Man denke z, B. an das Theorem von Hahn-Banach, den Hahn-Banach-
schen Trennungssatz oder den Satz von Krein-Milman.

Die meisten dieser Sétze sind jedoch nicht zu verallgemeinern fiir den Fall
lokalbeschriinkter Vektorrdume [1-3].

Ziel dieser Arbeit ist es, den Konvexititsbegriff so zu erweitern, da} man
»konvexe Mengen” in beliebigen Hausdorffschen Rdumen definieren kann.
Dieser Begriff umfaBt dann insbesondere die p-Konvexitit bei lokalbeschrink-
ten Riumen. Man kann auBlerdem eine Verallgemeinerung des Satzes von
Krein-Milman damit beweisen.

§ 1. P-Konvexitiit

Es sei T eine Menge und B sei eine beliebige Untermenge von T. Mit IT(B)
bezeichnen wir die Menge aller endlichen Untermengen von B, und P(B) sei
wie {iblich die Potenzmenge von B, also die Menge aller Untermengen von B.

Wir gehen aus von einer Mengenfunktion ¥*: I[I1(T)— P(T), die II(T) in
P(T) abbildet, und die fiir alle 8, y e II(T) folgende Eigenschaften besitzen soll:

I P*9)Ds.
(1) eI (P*(y)=P*(6) C P*(y).
Aus (I} und (I1) folgt unmittelbar:
Prp)= () P*6) Vyell(T). )
dell(y)
Diese Gleichung erlaubt uns die Funktion Y* auf ecinfache Weise zu einer
Funktion ¥: P(T)— P(T) fortzusetzen.

Definition 1. ¥ : ¥(B)= () P*(y) VBeP(T).

yell(B)
Aus Gl. (1) folgt dann:
() =¥*()Vyell(T).
Funktionen ¥, die gemif Definition 1 Fortsetzungen sind von Funktionen
¥* mit den Eigenschaften (I) und (II}), nennen wir ,,Konvexe”. Die intuitive
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Bedeutung wird aus folgendem Beispiel klar. Ist T ein Vektorraum, und be-
zeichnen wir die konvexe Hiille von A C T mit ¥,(A), so ist die dadurch be-
stimmte Abbildung ¥, : P(T)— P(T) eine Konvexe.

Es sollen nun einige grundlegende Beziehungen fiir ¥ abgeleitet werden.
Es gilt fiir beliebige 4, Be P(T):

P(4)>A, (2)
ACB=Y¥(A)C¥(B), A)
YBy= |J Y0, 4

eI (FP(BY))
P(P(4) = P(4), &)
ACY(B)=¥(4)C¥(B) ©)
P(P(A)NF(B) = P(A)NY¥(B), (7
YB)= |J ¥WD). ®)
DCW¥(B)

Beziechung (2) und (3) folgt aus Definition 1 und (I).
Beweis von (4). Es sei y € II(¥(B)). Aus Definition 1 folgt dann die Existenz

einer endlichen Familie yy, ..., 7, mit ;e II(B), (i=1,...,n), und yC {J ¥*().

i=1
Aus (I) und (II) folgt dann y e P* U 7; ) Mit U y; € I1(B), gibt es also fiir jedes

yeIlI(¥(B)) ein aell(B) mit y C 'I’* (o). Also U o= |J %9
— T(B) ok sell (‘¥ (B)) sell(B)

G1. {5} folgt nun unmittelbar aus (4) und Definition 1. Relation (6} folgt aus
(2), (3) und (5).

Beweis von (7). Gl. (4) liefert:
Y(P(ANP(B)CPANY(B),
und aus (2) folgt:
(P (AHNPB)OPANYB. -
Beweis von (8). Es gilt:
U ¥D> | ¥*0)=9(B).

DC¥(B) sell(B)
Mit (6) folgt:
YD)yc¥YB)VDCY¥(B),
mithin also:
¥Y®>o |y vD)O¥Y®B. -

DC¥(B)
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Die Gln. (2) bis (8) sind einsichtig, wenn man fiir ¥ das oben angegebene
Beispiel ¥, vor Augen hat.

Lemma 1. Ist o/ eine beziiglich C linear geordnete Teilmenge von P(T),

dann gilt:
U ?’(A):?’(U A).
Aed Aedt

Beweis. Da of beziiglich C linear geordnet ist, existiert fiir jedes yelI{ { ] 4

Aed
ein A* e .o/ mit A* Dy. Mithin 'P( U A) C U ¥(A4). Aus Gl. (6) folgt dann
das Lemmma. - Aed Aedt

Wir wollen noch in Analogie zum i{blichen Konvexititsbegriff gewisse
Punkte von Mengen Extrempunkte nennen. Ublicherweise ist ein Punkt g,
der Element einer Untermenge A4 eines Vektorraumes ist, Extrempunkt von 4,
wenn er nicht in der konvexen Hiille einer endlichen, a nicht enthaltenden,
Teilmenge von A liegt. Wir definieren deshalb:

Definition 2. Sei BC T beliebig, und be B. b heilit Extrempunkt von B,
wenn fiir alle y e II(B) gilt: be P(y)=bey.

Ey(B) bezeichne die Extrempunkte von B beziiglich der Konvexen ¥. Aus
Definition 2 folgt unmittelbar:

Lemma 2. Ey(B) > E(¥(B)).

Ist T ein Vektorraum und ¥, (B) die konvexe Hiille von B, so gilt nach obiger
Definition: Ey (B)= Ey (¥(B)). Dies ist im allgemeinen Fall jedoch unrichtig.

Im folgenden nennen wir Mengen B, fiir die B = ¥(B) giiltig ist, ¥-konvexe
Mengen, und ¥ (A) bezeichnen wir als ¥-Hiille von A.

§ 2. ,,Konvexe* in Hausdorffschen Riiumen

Es sei nun die Menge T immer ein zusammenhingender Hausdorffscher
Raum. Mit % (A4) bezeichnen wir die Menge aller offenen Mengen, die A ent-
halten. Natiirlich muB} die Abbildung ¥ einige einfache topologische Eigen-
schaften besitzen, wenn man Verallgemeinerungen von funktionalanalytischen
Sitzen beztiglich dieses Konvexititsbegriffes untersuchen will. Wir definieren
deshalb:

Definition 3. ¥ ist eine topologische Konvexe im Hausdorffschen Raum T,
wenn fiir alle BC T gilt:

i) ¥(P(B))= ¥(B); d. h. der AbschluB W-konvexer Mengen ist wieder
¥-konvex,

ii) B ist offen = ¥(B) ist offen,
i) () PO)CPB).
UsU{B)
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Definition 4. ¥ ist eine reguldre Konvexe in T, wenn:
yae¥P({bhund be ¥Y({a)=a=b Va,beT,
ii) fiir alle offenen und ¥-konvexen A4 gilt:

Y (A\A) C PN (A\A) Yy e lT(A).

Alle diese Eigenschaften treffen fiir die Konvexe ¥, in lokalkonvexen topologi-
schen Vektorriumen zu. In Definition 4 i ist jedoch im Unterschied zu diesem
Beispiel nicht gefordert, daB jede einelementige Menge ¥-konvex ist. Dies ist
bei dem Begriff der p-Konvexitat auch nicht der Fall. Wir nennen den Haus-
dorffschen Raum T ¥-konvex im Punkte ae T, wenn es zu a eine ¥-konvexe
Umgebungsbasis gibt. Ist T in allen Punkten P-konvex, so sprechen wir von
einem ¥-konvexen Raum.

§ 3. Trennungssiitze

Es soll nun ein Analogon zum Hahn-Banachschen Trennungssatz an-
gegeben werden.

Satz 1. Es sei ¥ eine reguliire topologische Konvexe. Dann gibt es zu jeder
kompakten Menge A und abgeschlossenen W-konvexen Menge B, mit AnB =40,
eine offene W-konvexe Menge D B mit fn A =0.

Beweis. Da B ¥-konvex und abgeschlossen ist, gilt nach Definition 3:
[} ¥Y({U)=B=B. Die Mengen T\¥(U) sind offen, und auBerdem ist
Ucu(B) N
ACT\B= |J (T\¥P(U)). Dies ist eine offene Uberdeckung der kompakten
Ue¥(B) .y
Menge A, also gibt es darunter eine endliche Uberdeckung:

T\FUY; i=1,...,n; Ue%®B).

Mithin: () P(U)nA=4. () ¥(U,)ist jedoch offen und nach GL. (7) ¥-konvex,
i=]1 i=1
auBerdem ist B darin enthalten. -
Aus Satz 1 folgt fir regulére topologische Konvexe sofort als Spezialisierung

folgender Satz:

Satz 1*, Es sei a C T abgeschlossen und P-konvex, und A sei eine Menge mit
A\a = 0, dann existiert eine offene ¥-konvexe Menge p C T mit Do und A\B+ 0.

Beweis. Wir nehmen einen Punkt x e 4\x, dann gibt es nach Satz 1 eine
offene, ¥-konvexe Menge S mit x¢ fund foa. -

Lediglich der Volistdndigkeit halber soll noch ein weiterer Satz angegeben
werden, der den AnschluB an den {iblichen Beweis des Krein-Milman-Theo-
rems herstellt. Wir nennen eine Konvexe ¥ trennend, wenn fiir alle ¥-kon-
vexen Mengen A, BCT mit AnB=§ und fir alle Punkte ae T entweder
Y({a}uA)nB=9 oder ¥({a}wB)nA=49 gilt. t ist eine Hyperebene, wenn in
T zwei P-konvexe Mengen B und B* mit BUB*= T, BnB*=f@und t = Bn B*
existieren.
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Satz 2. Ist ¥ eine reguldre, trennende, topologische Konvexe in T, und sind
A, BC T abgeschlossene ¥-konvexe Mengen mit An B =0, wobel A kompakt ist,
so existiert eine Hyperebene t mit ¥(tu A)nB=4.

Beweis. Nach Satz 1 existiert eine offene ¥-konvexe Menge > B mit
BnA=@. Wir betrachten alle Paare ¥-konvexer Mengen (o, 8} mit oD 4,
0D pundand =4@. In der Menge dieser Paare fithren wir folgende Halbordnung
ein:(ay, 09) = (¢, 85)<={o;, Coy) A(dy CO,). Estreffen dann die Voraussetzungen
fiir das Lemma von Zorn zu. Es sei (¢*, 5*) ein maximales Element. Gidbe es nun
ein x ¢ a* U é*, dann kbnnte man, da ¥ trennend ist, eine der beiden Mengen
o* oder 6* vergroBern, was der Maximalitdt widersprechen wiirde. Also ist
o*Ud*=T. Da 6* D DB, und da f offen, B hingegen abgeschlossen ist, gilt
a*"B=¢. Es ist also a* ¥ eine Hyperebene mit den geforderten Eigen-
schaften. -

§ 4. Eine Verallgemeinerung des Satzes von Krein und Milman

Es sei im folgenden ¥ immer eine regulire topologische Konvexe. 4 sei
eine beliebige Untermenge von 7. Wir nennen nun eine Menge o C A Stiltz-
menge von A, wenn fiir alle y e I1(4) gilt: P(y)no C P(yno). Extrempunkte
sind demnach Stiitzmengen.

Lemma 3. Sei A eine kompakte Menge und B eine kompakte ¥-konvexe
Menge mit T ADBund A\B=@. Dann gibt es eine abgeschlossene Stiitzmenge ¢
von A mit 6 B=40.

Beweis. Nach Satz 1* existiert eine offene ¥-konvexe Menge f mit fD B
und A\f+4. Sei @ die Menge aller dieser 8. Q ist halbgeordnet beziiglich C.

Sei G nun eine maximale Kette in Q, dann ist $* = { ) B offen, auBerdem ist f*
peG
nach Lemma 1 ¥-konvex. Da die e G linear geordnet sind, sind auch die

kompakten, nichtleeren Mengen A\f(f e G) linear geordnet. Deshalb ist
() (A\p)= A\B* =@ eine kompakte, nichtleere Menge. f* ist also aus Q und

BeG _—
damit maximales Element. Wire nun A f* echte Untermenge von 4, dann

gibe es nach Satz 1* im Widerspruch zur Maximalitdt von f* eine offene,
Y.konvexe Menge B, f* mit A\, £8. Also: A CJB*. Damit gilt fir alle
veIl{4), daB PHn(A\BHCPrn(4\f*). Also ist A\f* abgeschlossene
Stiitzmenge. -

Aus Lemma 3 folgt sofort:

Lemma 4. Jede kompakie Menge ACT, die aus mehr als einem Element
besteht, besitzt eine abgeschlossene Stiitzmenge, die echte Untermenge von A ist.

Beweis. Aus Definition 41 folgt die Existenz zweier Punkte a,be A mit
ag¢ ¥ ({b}). Nach Lemma 3 gibt es eine Stiitzmenge o von A mit o~ VP {{b})=0. -

Wir sind nun in der Lage, folgende Verallgemeinerung des Satzes von
Krein und Milman zu beweisen.
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Satz 3. Es sei ¥ eine reguldre, topologische Konvexe in T. Dann gilt fiir
jede kompakte W-konvexe Menge ACT: A= P{Ey(A)).

Beweis. Wir nehmen an 4 = ¥(Eq(4)). Sei Q die Menge aller nichtleeren,
abgeschlossenen Stiitzmengen von 4, die mit W(Ey{4)) leeren Durchschnitt
haben. Nach Lemma 3 ist Q nicht leer. Sei G eine maximale Kette beziiglich C
in Q. Wir betrachten x = (7} X. Da die X + @ kompakte Mengen sind, folgt

XeG

% #+ 0. Weiterhin ist x ~ P (E,(A4)) = 0. Fiir alle y € I1(4) gilt dann:
YHInXnX*CYonXinX*CVPiynXnXM VX, X*eG.

Also: P(y)nx C P(ynx). Damit ist gezeigt, daBl x € Q, mithin also minimales
Element in Q ist. Wenn nun » aus mehr als einem Element besteht, dann gibt
es nach Lemma 4 eine abgeschlossene, nichtleere Stiltzmenge  von x mit
#\0+0. Es gilt dann fiir alle yell{4): Pynx)nd CP(ynxnd). Also im
Widerspruch zur Minimalitit von x:

YH)ndCP(ynad) Vyell(A).

Mithin besteht » nur aus einem Element a, fiir welches dann gilt: ae ¥(y)
=aey Vyell{A4). Also ist a Extrempunkt von 4. Dies ist ein Widerspruch zu
NP (Eg(A))=0. -
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