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Konvexe Mengen und ein Satz von TITCHMARSH

Von

BENNO FUCHSSTEINER

E. C. TrrcEMARSH hat gezeigt, daB fiir integrable Funktionen u, » mit kompakten
Tragern die abgeschlossene konvexe Hiille des Trigers der Faltung u x v gleich der
Vektorsumme der abgeschlossenen konvexen Hiillen der Tréger von # und v ist.
Gewohnlich wird der Beweis dieses Satzes funktionentheoretisch gefithrt. Nach einer
Idee von RyYLL-NARDZEWSKI [3] vereinfacht sich der Beweis jedoch erheblich fiir
% =v. In diesem Spezialfall kann man auf funktionentheoretische Hilfsmittel ver-
zichten.

In dieser Arbeit wird ein Beweis des oben erwihnten Satzes vorgelegt, der auf
einer einfachen Eigenschaft konvexer Mengen in lokalkonvexen Vektorriumen be-
ruht. Benutzt man die Giiltigkeit des Theorems von Titehmarsh fiir u % u, so fithrt
diese Betrachtung konvexer Mengen direkt zu einem Beweis des Satzes im allgemeinen
Falle.

1. Ein Satz iiber abgeschlossene konvexe Mengen. Es sei E ein lokalkonvexer Haus-
dorffscher topologischer Vektorraum. Ist A3, Az C B, so schreiben wir:

A1+A2={x+y:xeA1,yeA2} mit A1+¢=¢

Mit (A1> bezeichnen wir die konvexe Hiille von 4;.
Fur abgeschlossene 4 c E gilt folgender Satz:
Satz 1. Die beiden folgenden Bedingungen sind dquivalent:
a) A ist konvex.
b) Wenn Xp,cE (n=0,1,2,...) mit
1) X oC A 5
i) 3 erne beschrinkie Menge BC E, sodaff Xnc A+ B Vn =0,
iii) 2XpCc Xpy + Xpr1 Vr =1,
dann qilt: X, cA VYn = 0.
Wenn 4 = @, so ist der Beweis trivial, da dann X, = 0 V¥ = 0. Wir kénnen also
annehmen, daB3 A4 nicht leer ist.
Beweis b) = a): Wir fixieren zwei beliebige Punkte &, € 4 und setzen:
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Damit gilt i), ii) und iii). Also ist auch }(§ + ) € A. Hieraus und aus der Abge-
schlossenheit von 4 folgt sofort, daB 4 konvex ist.

Beweis a) = b): Es seien die Xp,cE (=0, 1,2,...) Mengen, fir die 1), ii)
und iii) gelten. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kann B als absolutkonvex an-
genommen werden. Fiir n = 0 sei 7, = Inf{t > 0: XpuU---UX,cA4 +¢B}, also
T70=0,7Ty = Tp+1 und 7, = 1. Da B absolutkonvex ist, schlieBt man mit iii):
2Ty = Tp1 + Tne1, oder 74 — Tho1 = Tpt1 — T V2 = 1. Mithin gilt:

=0 —t-1)=Stn—7 VIZIZa. -

Daraus folgt 7, =0Vn = 0. Sei nun V c E eine beliebige Nullumgebung, dann

existiert ein § > 0 mit B c AV, auberdem gilt: X,cA + — BcA -+ V. Damit

erhalten wir 4 =4 = ("(4 + V)> X, Vn 20. g
v

2. Der Satz von Titchmarsh-Lions. Wir wollen im folgenden Multiindizes verwenden.
Als Multiindex « in R= bezeichnen wir ein #-Tupel von nichtnegativen ganzen Zahlen
{01, %2, -.-, 0tn). M7 ist die Menge der Multiindizes in B?. Wir schreiben:

x = a5 x e alr Vae Mm, zcRe,
2 \=1 o \oz o \&n

R I O~ BT

|o] =a1+oe 4 4 on VYae Mn.

Es sei €(R?) der Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen auf
R versehen mit der Topologie, die durch die Halbnormen gz (k = 0, 1, ...) gegeben
ist:

ok: ok(@) = sup|Dxg| VoeE(Bn).
el sk

@' (R») ist der Raum der stetigen linearen Funktionale iiber €(R»). €'(R7) ist
dann der Raum der Distributionen mit kompaktem Tréger [1, p. 11]. (u, ¢) bezeich-
net den Wert des Funktionals u € €'(R") angewendet auf ¢ € € (R7). Supp(u) ist
der Triger von u. Ist ¢ € €(R?) und @ € R”, dann sei @4: ¢a(x) = (@ — ). Fir
u e G'(R?) sel ug: (g, @) = (U, @z) Vo € ER7).

Zwischen Funktionen und Distributionen ist dann eine Faltung gegeben durch:

ux@: (ux@)(xr)= (4, pz) Vue @ R7), VpeER").
u % @ ist aus €(R7). Fir v, v € €'(R?) kann man nun die Faltung wie folgt definieren:
uxv: (Uxv, @) = (U, vo* @) YpeER").
Fiir den Triger von % v gilt dann wie iiblich:
Supp (u * v) c Supp (#) + Supp (v) Yu,ve E'(Rn).

Lioxs [2] hat nun folgende Erweiterung eines Theorems von TITCHMARSH be-
wiesen:
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Satz 2. Fir u,v e G'(R?) ist die konvexe Hiille (= abgeschlossene konvexe Hiille)
des Trigers von u x v gleich der Vektorsumme der konvexen Hiillen der Trdger von u
und v:

{Supp (u *v)) = {Supp(«)> + {Supp(v)) .

Im folgenden wird dieser Satz als eine Anwendung von Satz 1 bewiesen. Wir be-
ginnen zuerst mit Funktionen mit kompakten Tragern. Cy(R7) bestehe aus den
stetigen Funktionen auf R”, die kompakten Tréager haben, und C (R") aus den stetigen
Funktionen auf R~.

2.1. Die Faltung u = u fiir u c Co(R?).
Lemmal. Ist ucCRY) mit u(x) =0 fir t <0 T, und 1st
(wxu)(@) = fulz—u)di=0 Vo <2T,
dann ist u(x) =0 Ve <T.

Der recht einfache Beweis dieses Lemmas von C. RYLL-NARDZEWSKT ist enthalten
in MIKUSINSKI [3, p. 20].

Wir fixieren nun in R” (z > 1) einen beliebigen Einheitsvektor A.

Fiir v € Co (R7), ¢ € C(R”) setzen wir:

ug: upt) = [ @ ul@)do(®),
{xz, Ay =1}

wobei {z, ) das innere Produkt der Vektoren z und 4 ist, und die Integration iber
die (» — 1)-dimensionale Hyperebene (z, 1> = ¢ geht. Es ist damit u, € Co(RY).

Es sei nun u,v < Co(R?), und ¢ € C(R") sei eine Exponentialfunktion, also:
oz + y) = () p(y) Yz, y e R7 Man kann sich leicht iiberzeugen, daf dann fiir die
Faltung u % v gilt: uy % vy = (¥ % ),.

Lemma 2. (Supp (u % u)> = 2{Supp (u)> Vu € Co (R?).

Beweis. Die Inklusion c ist klar.

Wir nehmen nun an: & e 2{(Supp(«)> und £ ¢ {Supp(u * %)>. Da {Supp (v * u)>
konvex und abgeschlossen ist (siche etwa VALENTINE [5, p. 40]), existiert nach dem
Trennungssatz von Hahn-Banach ein Einheitsvektor 4 € R? mit

4L E > LA, n> YneSuppuxu).

Wir setzen: Max <,%) =27 und {(4,§&) =27, also 7> 7. Wenn nun ¢
ne(Supp (uu))
eine beliebige Exponentialfunktion ist, dann folgt aus (u % u)g = ugp % ugp, daB

(U * up) () = 0 Vi > 2T. Fir g : up(t) = up(t — 1) gilt also %p(t) =0 Vi< 0
und (4g* Ue)(t) = 0 V¢ < 2(z — T). Daraus folgt mit Lemma 1, daB %y() = 0
Vi < v — T, oder auch uy(t) = 0 V¢ > T. Da dies fiir alle Exponentialfunktionen ¢
gilt, folgt aus dem Satz von Stone-Weierstrass (Yosipa [6, p. 9]), daB u(z) = 0 V=z
mit {4, x> > T. Damit gilt dann im Widerspruch zur obigen Annahme: & ¢ 2 (Supp (%)}.
Also haben wir (Supp (u * %)) > 2 {Supp (u)>.

2.2. Die Faltung u *x v fiir u, » € Cy(R"?). Es sei u,v € Cy(R*) und «, f € M". Wir
setzen: vy: ve (x) = 2% - v(z), h5:hE(x) = 28 (vy * ) (z). Dann gilt Supp (vy) = Supp (v)
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und Supp (k) = Supp (vy * u). Weiter ist bekanntlich Supp (@ * ) c Supp (@) +
+ Supp (8) Y4, Co(Rn).
Es sei € M mit | | = 1. Bekanntlich gilt dann die Produktregel:

B (T x0) (x) = (Dg % q) () + (Tx4g)(x) V&, 0eCoRn).
Damit erhélt man folgende Gleichung:
(1) (Varp w) * (Vasp ) = BE % (Varp ) — BE g% (Vo % U) -+ (Vgrop ) % (Vg % ) .

Es sei nun S, = Supp(ve x u). Fir x € R® mit (vgig * %) * (v44p * u) (x) + 0 folgt
aus Gleichung (1) z € 8¢ + Suss U Sus2s. Mit Lemma 2 erhilt man dann:

285+5 € 2{8u+8) = {Supp (ver+p * ) * (Va+p % u)> C {Sud + (Spsp U Surog) -

Setzen wir: X, = <[¥f°ﬂ> Yn = 0, also Xy = {S¢), dann sind die X, abge-
schlossen und durch ein von » unabhingiges B beschrinkt, denn X, c (Supp (%)> +
4 {(Supp(®)> Vn =0, auBerdem gilt: 2X,c X, + Xy Vo = 1. Mit Satz 1
schlieBt man nun: X, ¢ (8o> = {Supp(v=*u)) Vo = 0, oder auch: Sy c (Supp (v * u)>
Va. Es sei nun ¥ ¢ R” eine offene Menge mit V n (Supp (v * %)> = @. Dann ist

VN Supp(vg s u) =0 Vo, oder [o(t)u(x—t)t¢di=0 VYaecMn VzeV.
Mit dem Polynom-Approximationssatz von Weierstrass ergibt sich dann
vi)ux—t)=0 VieRr, VzcV.

Da V offen ist, folgt schlieBlich Supp («) + Supp (v) c (Supp (v*u)>, oder {Supp (%)> +
+ <Supp (v)> c {Supp (v u)>.

Wir haben also bewiesen:

Satz 3. (Supp(v*u)) = {Supp(u)> + (Supp(v)> Vu,ve Co(Rn).

2.3. Beweis von Satz 2. Es sei V(a, §) = {z: |z — a| < 6} die Kreisumgebung von
a € R? mit Radius 6 > 0. €(a, 6) sei die Menge der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen mit Triger in V(a, 8). Fir » € €'(R#) gilt dann bekanntlich:

aeSupp(u) < ulpen+0 V>0,
wobei u|y, 5 die Restriktion von » auf €(a, d) ist. Dies ist gleichbedeutend mit:
acSupp(u) = IpeE(0,8) mit (uxg@)l@)+=0 Vi>0.

Sei nun Ts(w) = |_J Supp(u % ¢), wobei die Vereinigung iber alle ¢ € €(0, 6)
pe(0,0)

gehen soll. Es gilt:
Supp () + V (0, 8) o Ts(u) > Supp (u).

Daraus ergibt sich:
() Ts(u) = Supp(u) VueC'R?).

>0

Wir betrachten nun u % v @ *y mit @, y € §(0, 6) und u, v € €'(R?). Da u % pc E(R")
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und v % y-€ €(R»), erhalten wir mit Satz 3

(Supp (u % v % @ *p)> = (Supp (v * ¢)> + {(Supp (v *7y)).

Daraus folgt:
{Supp (u*xv)> + 2V (0, 8) > (Ts(u)> + (Ts(®)).

Die Bildung des Durchschnittes iiber alle 6 > 0 liefert dann:
<Supp (u*2)>2 () KTs(w)> + {Ts(v)))> <ﬂ To(ﬂ)) + <ﬂ To(”))-
5>0 8>0

>0
Also gilt:
{Supp (u *v)) > (Supp (u))> + {Supp(v)>.

Aus Supp (u * v) c Supp (#) + Supp (v) folgt dann die Behauptung von Satz 2.

Diese Arbeit wurde wihrend eines Aufenthaltes am California Institute of Techno-
logy in Pasadena geschrieben. Der Aufenthalt ist durch ein Stipendium der Deutschen
Forschungsgemeinschaft ermoéglicht worden. Herrn Professor Dr. H. KéNi1G aus
Saarbriicken bin ich fiir seine Hilfe und fiir zahlreiche Hinweise zur Verbesserung der
Beweise auBerordentlich dankbar.
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