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K o n v e x e  M e n g e n  u n d  e i n  S a t z  v o n  TITCHMARSH 

Von 

BENNO FUCHSSTEINER 

E. C. TrrcH~ARSH hat  gezeig*, dab ffir integrable Funktionen u, v mit kompakten 
Tr/~gern die abgeschlossene konvexe Hiille des Tr/igers der Faltung u ,  v gleich der 
Vektorsumme der abgeschlossenen konvexen Hiillen der Tr/iger yon u und v ist. 
GewShnlich wird der Beweis dieses Satzes funktionentheoretisch geffihrt. Nach einer 
Idee yon RYLL-NARDZEWSKI [3] vereinfaeht sich der Beweis jedoeh erheblieh fiir 
u = v. In  diesem Spezialfall kann man auf funktionentheoretische l-lilfsmittel ver- 
zichten. 

In  dieser Arbeit wJrd ein Beweis des oben erw~hnten Satzes vorgeleg-~, der auf 
einer einfachen Eigenschaft konvexer Mengen in lokalkonvexen Vektorr~umen be- 
ruht. Benutzt  man die G/iltigkeit des Theorems yon Titchmarsh ffir u * u, so f0_hrt 
diese Betraehtung konvexer Mengen direkt zu einem Beweis des Satzes im aUgemeinen 
Falle. 

1. Ein Satz iiber abgesehlossene konvexe Mengen. Es sei E ein lokalkonvexer Haus- 
dorffscher topologischer Vektorraum. Ist  A1, A2 c E, so sehreiben wir: 

A l + A 2 = { x + y :  x ~ A l , y e A 2 )  mit A I + O = O .  

Mit <AI> bezeichnen wir die konvexe Hiille yon A1. 
Fiir abgesehlossene A c E g41t folgender Satz: 

Satz 1. Die beiden [olgenden Bedingungen sind dquivalent: 

a) A ist konvex. 

b) W e n n X n c E ( n = O ,  1,2 . . . .  )mi t  

i) X o c A ,  

ii) 3 eine beschr~nkte Menge B c E, so daft Xn c A + B Vn >~ O, 

iii) 2 X n c X n - l  + Xn+l Vn >~1, 

dann gilt: Xn c A Vn >= O. 

Weml A = O, so ist der Beweis trivial, da daml Xn ----- 0 Vn ~ O. Wir kSnnen also 
amlehmen, dab A nicht leer ist. 

B e w e i s  b) ~ a): Wir fixieren zwei beliebige Punkte  ~, ~ e A  und setzen: 

Xo~- A, X n =  A u {{-(~ + V) } Vn >= l .  
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D a m i t  g~_lt i), ii) und  iii). Also ist auch �89 (~ + U) �9 A. Hieraus  und  aus der Abge- 
schlossenheit  yon  A folgt sofort,  dab  A konvex  ist. 

B e w e i s  a) ~ b) : Es  seien die Xn c E (n ---- 0, 1, 2 . . . .  ) Mengen, fiir die i), ii) 
und  iii) gelten. Ohne Besehrs  der Allgemeinheit  kann  B als abso lu tkonvex  an- 
genommen  werden. Fiir  n ~ 0 sei Tn = I rd{t  > 0: Xo w ... u Xn  c A  + tB},  also 
T0 = 0, ~n ~ rn+l u n d  Tn ~ 1. D a  B abso lu tkonvex  ist, schlieBt m a n  mi t  iii): 
2vn ~= ~:n-x + Tn+l, oder Tn - -  Tn-X ~ Tn+X - -  Tn Vn ~ 1. Mithin gilt:  

( n - - 1 ) ( T ~ - - T l _ Z ) ~ - - T ~  V l - - < l ~ n .  

Daraus  folgt Tn----0 Vn ~ 0. Sei nun  V c E eine beliebige Nul lumgebung,  dann  
1 

existier~ ein fl > 0 m i t  B c fl V, auBerdem gilt:  Xn c A + ~- B c A + V. D a m i t  
erhal ten wir A = A = n (A + v)  D x n  Vn ~0 .  

v 

2. Der Satz yon Ti tehmarsh-Lions.  Wi r  wollen im folgenden Multiindizes verwenden.  
Als Multf index ~ in R n bezeiehnen ~ ein n-Tupel  yon  nichtnegat iven ganzen  Zahlen 
(=r :r . . . .  , ~ ,) .  M n ist  die Menge der Multiindizes in R n. Wir  schreiben:  

x~ = x~ ~. x~ . . . .  x ~  V~ e M% z e R~,  

a Vo .( 
= \ a~: / \ -~2 )  "" \ ax~ / W �9 M ~ ,  

I~I  = ~cz + ~2 + "'" +:On V~c �9 M n .  

]~s sei ~ (It n) der l~aum der beliehig oft stetig differenzierbaren Funktionen auf 
R = versehen mit der Topolo~e, die durch die Halbnormen @/~ (/c = 0, 1 .... ) gegeben 
is t :  

O~: e~(9) --- ~ sup ID=9[  V g � 9  @(R").  

~ ' ( l ln )  ist  der R a u m  der stet ige~ li~earen Funkt iona le  fiber ~(Rn).  ~ ' ( R ' )  ist 
darm der R a u m  der Dis t r ibut ionen mit k o m p a k t e m  Tr~ger [1, p. 11]. (u, 9) bezeich- 
ne t  den  W e f t  des Funkt iona ls  u �9 ~ ' ( R  n) angewendet  au f  9 �9 ~(Rn)" Supp(u)  ist 
der Tr~ger  yon u. I s t  9 �9 ~ (R n) und  a �9 R n, dann  sei 9a : 9a (x) = 9 (a - -  x). Fiir  
u �9 ~ ' (R  n) sei Ua: (ua, 9) = (u, 9a) V~ �9 ~(Rn).  

Zwischen Funk t ionen  und  Dis t r ibut ionen ist dann  eine Fa l tung  gegeben durch:  

u * 9 :  (u * 9) (x) ----- (u, gz) Vue~ ' (Rn) ,  V g e ~ ( R ~  ). 

u .  q~ ist aus  ~ (Rn). Fiir  u, v �9 ~ ' (R  n) k a n n  m a n  nun  die Fa l tung  wie folgt definieren: 

u . v :  ( u . v ,  9 ) =  (u, v 0 * 9 )  

Ffir den Trs  yon u * v grit dann  wie fiblich : 

Supp (u * v) c Supp (u) + Supp (v) Vu, v e @'(Rn). 

L I o n s  [2] ha t  n u n  folgende Erwei te rung eines Theorems yon  T r r c ~ A ~ s ~  be- 
wiesen: 
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Satz 2. F/~r u, v E @'(R n) ist die konvexe Hi~lle (----abgeschlossene konvexe Hi~lle) 
des Trdgers yon u * v gleich der Velctorsumme der konvexen Hiillen der TrSger yon u 
und v: 

<Supp (u * v)> = <Supp (u)> + <8upp (v)>. 

Im folgenden ~_rd dieser Satz als eine Anwendung yon Satz 1 bewiesen. Wir be- 
ginnen zuerst re_it Funktionen mit kompakten Tr~gern. Co(R n) bestehe aus den 
stetigen Funktionen auf R n, die kompakten Tr/gger haben, und C (R n) aus den stetigen 
Funktionen auf R n. 

2.1. Die Faltung u ,  u Iiir u e Co (Rn). 

Lemma 1. [_st u ~ C(R 1) mit  u (x) = 0/i~r x < 0 ~ T,  und ist 

( u * u ) ( x ) =  ~ u ( x - - t ) u ( t ) d t = O  V x  < 2 T ,  

dann ist u (x )  = O Vx  < T.  

Der reeht einfache Beweis dieses Lemmas yon C. R~n-NAaDZEWSKI ist enthalten 
in MIKVSINSKI [3, p. 20]. 

Wir fixieren nun in R n (n > 1) einen beliebigen Einheitsvektor A. 
Ffir u e Co (Rn), 9 e C (R n) setzen wir: 

ur ur = j" q~(x) u(x) d(~(x), 
{x:<x,~> =t} 

wobei <x, ~> das innere Produkt  der Vektoren x und ~ ist, und die In te~a t ion  fiber 
die (n -- 1)-dimensionale Hyperebene <x, l> = t geht. Es ist damit ur e C0(R1). 

Es sei nun u, v e Co(Rn), und 9 e C(R n) sei eine Exponentialfunktion, also: 
~0 (x + y) = 9 (x) 9 (y) Vx, y e R n. Man kann sich leicht fiberzeugen, dab darm fiir die 
Faltung u * v gilt: ur . vr = (u * v)~. 

Lemma 2. <Supp ( u .  u)> = 2 <Supp (u)> Vu e Co (R'). 

Bewei s .  Die Inldusion c ist klar. 
Wir nehmen nun an: ~ e 2<Supp(u)> und ~ • <S u p p (u .  u)>. Da <Supp(u .  u)> 

konvex und abgeschlossen ist (siehe etwa V~ENTr~E [5, p. 40]), existiert nach dem 
Trennungssatz yon Hahn-Banach ein Einheitsvektor A e R n mit 

<A, ~> > <~, r]> VV e <Supp(u ,  u)>. 

Wir setzen: Max ( ~ , ~ 7 ) = 2 T  und ( ~ , ~ ) = 2 v ,  also v >  T. Wenn nun 
e<Supp (u,u)> 

eine beliebige Exponentialfunktion ist, dann folg~ aus (u * u)r = u ~ .  ur dab 
( u r 1 6 2  V t > 2 T .  Ffir ~ r 1 6 2 1 6 2  grit also ~ r  V t < 0  
und ({ r162  = 0 Vt < 2(z --  T). Daraus folgt mit Lemma 1, dab ~r = 0 
Vt < z -- T, oder auch ur ---- 0 Vt > T. Da dies ffir alle Exponentiaffunktionen 
gilt, folgt aus dem Satz yon Stone-Weierstrass (YosIDA [6, p. 9]), dab u(x)  = 0 V x  
mit <A, x> > T. Damit gilt dann im Widerspruch zur obigen Annahme: ~ ~ 2 <Supp (u)>. 
Also haben wir <Supp ( u .  u)> D 2 <Supp (u)>. 

2.2. Die Faltung u ,  v fiir u, v e Co (Rn). Es sei u, v e Co (R n) und  ~, f l e  M n. W i r  
setzen: v= : v~ (x) = x =- v (x), h~: h~ (x) = x~ (va * u) (x). Dann gilt Supp (v=) = Supp (v) 
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und Supp (hl) ---- Supp (v~ * u). Welter ist bekarmtlich Supp ( a ,  ~) c Supp (4) -~ 
+ Supp(~) V ~ , ~ C o ( R n ) .  

Es sei fle Mn mit ]fl[ = 1. Bekanntlich gilt dann die Produktregel: 

xZ(~,g)(x)  = (fi~, ~)(x) + (~*4~)(x) V~,~eCo(Rn).  

Damit erh~lt man folgende Gleiehung: 

(1) (va+~*u)*(v~+~*u)=h~*(v~+~*u)--h~+~*(v~,u)~-(v~+2~,u) , (va,u) .  

Es sei nun S~ ---- Supp (v~ * u). Ffir x e R n mit (v~+~ , u) �9 (va+~ �9 u) (x) , 0 folgt 
aus Gleichung (1) x e S~ ~- Sa+~ t) S~+2~. l~it Lemma 2 erhi~lt man dann: 

2S~+~ c 2 <Sa+~> = <Supp (va+~ * u ) ,  (v~+~ * u)> c <S~> + <S~§ w S~+~>. 

Setzen wir: Xn = ( ~ S ~ )  Vn ~ O, also X0 = (So), dann sind die Xn abge- 
sehlossen und durch ein yon n unabhangiges B besehrankt, denn Xn c <Supp (u)> -~ 
§ <Supp(v)> Vn ~ 0, auBerdem gilt: 2Xn c Xn-1 § Xn+~ Vn ~ 1. Mit Satz 1 
schlieBt man nun: Xn c <S0> = <Supp ( v ,  u)> Vn ~ 0, oder auch : S~ c <Supp (v * u)> 
V~. Es sei nun V c R n eine offene Menge mit V (~ <Supp ( v ,  u)> ---- 0. Dann ist 

V r ~ S u p p ( v ~ * u ) = 0 V ~ ,  oder Sv(t) u ( x - - t ) t  ~ d t = O  V ~ e M %  V x e V .  

1Vfit dem Polynom-Approximationssatz yon Weierstrass ergibt sich dana 

v ( t ) u ( x - - t ) = O  V t ~ R  n, V xc  V. 

Da V often ist, folgt schlie$lich Supp (u) ~- Supp (v) c <Supp (v* u)>, oder <Supp (u)> -~ 
+ <Supp (v)> c <Supp (v * u)>. 

Wir haben also bewiesen: 

Satz 3. <Supp (v * u)> = <Supp (u)> + <Supp (v)> Vu, v e Co (Rn). 

2.3. Beweis yon Satz 2. Es sei Y (a, ~) = {x: I x -- a I ~ 5} die Kreisumgebung yon 
a e R ~ mit Radius 5 > 0. ~ (a, 5) sei die Menge der beliebig oft differenzierbaren 
Funktionen mit Tr~ger in V(a, 5). Ffir u e ~'(R n) gilt dann bekanntlich: 

a e Supp(u) ~U]v(a ,O* 0 V5 > 0, 

wobei u l~(~.O die Restriktion yon u auf ~(a, 5) ist. Dies ist gleichbedeutend mit:  

a e Supp (u) ~ ~ W e ~ (0, 5) mit (u �9 ~0) (a) r 0 V 5 > 0. 

Sei nun T~ (u) ---- U Supp ( u ,  w), wobei die Vereinigmng fiber alle W e ~ (0, 5) 

gehen soll. Es gilt: 

Daraus ergibt sich: 

Supp (u) § V (0, 5) o T~ (u) D Supp (u). 

f~l T~(u) = Supp (u) Vu e ~'(It~). 
~>0 

Wit betrachten nun u * v * ~ * ~ mit ~, y ~ ~ (0, 5) und u, v E ~'(Rn). Da u .  ~ ~ ~ (R n) 
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und v * y e ~ (Rn), erhalten wir mi~ Satz 3 

< S u p p ( u * v * ~ * y ) >  = <Supp(u* ~)> + <Supp(v* y)>. 

Daraus folgt: 
< S u p p ( u ,  v)> + 2V(0, 6) D <T~(u)> + <T~(v)>. 

Die Bildung des Darchschnittes fiber alle ~ > 0 liefert dann: 

Also gilt : 
<Supp (u * v)> ~ <Supp (u)> + <Supp (v)>. 

Aus Supp ( u ,  v) c Supp (u) + Supp (v) iolgt dann die Behauptung yon Satz 2. 

Diese Arbeit wurde w~hrend eines Aufenthaltes am California Inst i tute  of Techno- 
logy in Pasadena geschrieben. Der Aufenthalt  is~ durch ein Stipendium der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft ermSglicht worden. Herrn  Professor Dr. H. K6NIG aus 
Saarbriicken bin ich ffir seine ]~Lfe und ffir zahlreiche tIinweise zur Verbesserung der 
Beweise auBerordentlich dankbar.  
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