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Jahrbuch Uberblicke 12 (1979)

Sehr geehrte Herausgeber,

Herr Robert Burckel (Kansas State University, Manhattan, Kansas) hat uns
auf einen Fehler im Beweis'von Lemma 1 auf Seite 115 der oben genann-
ten Arbeit aufmerksam gemacht. Sein Kollege, Herr Sadahiro Saeki, hat
uns einen neuen Beweis iibermittelt, den wir mit seiner liebenswiirdigen
Erlaubnis hier verdffentlichen.

Es wird ein nichtleerer, kompakter Raum K und ein linearer Teilraum
X#{ 0} des Vektorraums C(K) aller stetigen reellen Funktionen auf K
betrachtet. Es wird weiter angenommen, dafy K fiir X minimal ist, d.h. daf}
K die kleinste abgeschlossene Teilmenge von K ist, auf welcher jede Funk-
tion x € X ihr Betragsmaximum annimmt. Dann lautet das betreffende
Lemma:

Lemma 1: Sei K minimal fiir X. Es seien f und g beschrinkte reelle Funk-
tionen auf K, wobei f unterhalbstetig und g oberhalbstetig ist. Gilt

(8) sup | x(k) — f(k) | = sup | x(k) —g(k)|
keK kekK

fiir alle x € X, so folgt f<g.

Beweis: Falls K aus einem einzigen Punkt besteht, ist die Aussage trivial
und man hat sogar f = g. Nehmen wir also an, dafd K mehr als einen Punkt
besitzt. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung:

(8.1) Es sei S eine nichtleere, offene Teilmenge von K, § # K. Dann exi-
stiert eine Funktion z € X, fiir welche

sup z(k) = lzI> max { max |z(k)|, max(—z(k))}
keSS kEK\S kek

gilt (dabeiist I zll = max | z(k) ).
keEK
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Aus der Minimalitat von K folgt die Existenz einer Funktion x € X so, daf}

(8.2) supx(k)=lxl=1> max [x(k)|=1—¢€
kES kEK\S

mit 0 < e <1 gilt. Die Menge P := { k €EK:x(k)> 1 — e} ist nichtleer,
offen und in S enthalten. Wieder aus der Minimalitdt von K folgert man,
daf} eine Funktion y € X existiert mit der Eigenschaft

(8.3) supy(k)=lyl=1> max [yk)|=1—n,
keP kEK\P

wobei 0 < 1 <1 ist. Mita := 2/n > 0 erhilt man
(8.4) ante>2.
Wegen (8.3) gibt es einen Punkt p € P C § mit y(p) = 1 und demzufolge
(8.5) x(p) tay(p)>1—¢€ +a.
Fiir k € P gilt wegen der Definition von P
x(k) tay(k)>1—€—a,
da man ja iiberall y(k) = — | hat. Fir k € K\P folgt aus (8.3) und (8.4):
x(k) tayk)=2—1—a(l —m)>1—a—c¢,
wobei man diesmal benutzt, daf} iiberall x(k) 2 — 1 ist. Man hat also
8.6) —x(k)—ay(k)<—1+a+e<l+a—€ firk€EK.
Endlich gilt nach (8.2) die Abschédtzung
(8.7) |x(k) tay(k)I<1—e+ta firk€K\S.

Aus (8.5), (8.6) und (8.7) folgt, daf’ die Funktion z := x +ay € X die Be-
dingungen von (8.1) erfiillt.

Nehmen wir nun an, daf es einen Punkt 1 € K gibt mit g(¢) <f(t). Dag
oberhalbstetig und f unterhalbstetig ist, gibt es eine offene Umgebung S
von t, so daf}

g(k) <g(t) + 6 und f(r) — 6§ < f(k)
mit 6 = %(f(t) —g(t)) fir alle k € S gilt. Man hat dann

(8.8) gk)+o6<g(t) +26=11)—6<f(k) firk€S.



Leserbrief 275

Da K aus mehr als einem Punkt besteht, diirfen wir annehmen, daf3 S # K
ist. Es sei z die Funktion, deren Existenz in (8.1) behauptet wurde. Da die
Beziehungen

max (— z(k)) < max z(k)
kEK

kEK
und max z(k) < max z(k)
KEK\S kEK

gelten und f beschrinkt ist, kann man 6 > 0 so klein wihlen, da® mit
Al = sup | f(k) |
kEK

max (—z(k)) + 01 FIl < max z(k) — 61 £l
kEK kEK

und sup (z(k) —0f(k)) = sup (z(k) — 8£(k))
kEK kES

gilt. Es folgt

sup | z(k) — 0f(k) | = sup (z(k) — 0f(k)) = sup (z(k) — 0f(k))
kEK kEK kES

< sup (z(k) —O(g(k) +8)) < sup |z(k) —Og(k)| — 86.
kES kEK

Wir erhalten also

sup | £ 2(k) =10 | < sup | 5 20 —gh)|
keK k€K

1
mit = z € X, im Widerspruch zur Voraussetzung (8).
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