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Integraldarstellungen linearer Funktionale

Benno Fuchssteiner

Gesamthochschule Paderborn

Das Problem dieser Arbeit ist die Charakterisierung derjenigen konvexen Kegel

F(X) von reellwertigen Funktionen auf einer Menge X, welche die Eigenschaft
haben, daB jede monotone lineare Abbildung F(X) » R eine dominierende Integral-
darstellung hat. Zur Charakterisierung dieser Kegel erhalten wir eine einfache
Bedingung, die hinreichend und notwendig ist. Kegel, welche diese Bedingung er-
fillen, werden wir zukiinftig Dini-Kegel nennen. Diese Dini-Kegel sind nicht

zu verwechseln mit den von Portenier in [lq eingeflihrten Dini-Riumen.

Der angegebene Hauptsatz (Abschnitt I) verallgemeinert in durchsichtiger
Weise die verschiedensten Integraldarstellungssdtze, so zum Beispiel den Satz
von Choquet und den Satz von Riesz. Der Beweis des Hauptsatzes fuBt auf drei
Teilergebnissen, die im zweiten Abschnitt bereitgestellt werden. Am wichtigsten
von diesen Teilergebnissen scheint mir der (abzghlbare) Zerlegungssatz zu sein,
der auch 1in anderem Zusammenhang von einiger Bedeutung ist. Im dritten Abschnitt
werden einige wenige Folgerungen und Anwendungen des erhaltenen Hauptsatzes
aufgezeigt. Im letzten Kapitel geben wir ein weiteres Ergebnis (ohne Beweis)
und einen kurzen Oberblick lber in diesem Zusammenhang wichtig erscheinende

offene Probleme.

Die Beweise dieses Aufsatzes sind, soweit sie in vorhandenen oder noch er-

scheinenden Arbeiten enthalten sind, bewuBt kurz gehalten.
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I. Der Hauptsatz

Es sei X eine beliebige Menge, und F = F(X) sei ein konvexer Kegel beschrankter

reeller Funktionen auf X. AuBerdem setzen wir voraus, daB F die konstanten

Funktionen enthdit. Eine Abbildung u : F » R heiBt wie liblich Iinear, wenn sie
additiv und positiv-homogen ist. u wird monoton genannt, wenn fir f, g e F

aus f > g immer u(f) > u(g) folgt. Man beachte, daB im Falle eines Vektorraumes F,

ein lineares u genau dann monoton ist wenn f > O —su(f) » 0 /fef
Im allgemeinen Fall reicht dies jedoch nicht aus. Da aber F die Konstanten ent-

halt, 1dBt sich ein monotones lineares 1y immer zu einem positiven linearen

Funktional auf dem Vektorraum der reellen beschriankten Funktionen auf X fort-

setzen (siehe etwa [3, Cor. 1.%] ).
Mit ¢ bezeichnen wir die von F erzeugte o-Algebra in X. Ein positives

TgT MaB t heiBt DarstellungsmaB von  wenn:

(%) w(f) < 7 fdr fir alle f e F.

Gilt sogar Gleichheit bei (#), so heiBt t echtes DarstellungsmaB. Fiir jedes

DarstellungsmaB +t des linearen u gilt t(X) < » , da F die Konstanten enthdlt.

Dies sieht man sofort mit:

-w<u(-lx)_<_- led'r=—1'(X)
X

DarstellungsmaBe sind in vielen Fdllen automatisch echt. So zum Beispiel wenn F

ein Vektorraum ist. Oder wenn u ein maximales monotones lineares Funktional ist.
Das soll heiBen, fiir jedes monotone lineare v , welches u dominiert

(v(f) > u(f) \7 f e F) gilt schon u = v.
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Es gibt in der Tat geniigend viele dieser maximalen Funktionale. Denn da jedes u -
dominierende monotone lineare v seinerseits von dem sublinearen Funktional

fou (1) sup F(x)
xeX

dominiert wird, folgt aus dem Zornschen Lemma, daR jedes monotone lineare u von

einem maximalen monotonen Funktional dominiert wird.

Wir kommen nun zur Formulierung unseres Hauptergebnisses:

Hauptsatz ( [6, Main theoreﬁa ) Folgendes ist dquivalent:

(i) Jedes monotone lineare u : F > R besitzt ein DarstellungsmaB.

(i1} F <ist ein Dini-Kegel, das heiBt: Fiir jede punktweise fallende Folge
(fn) in F gilt

inf sup f (x) = sup inf fn(x).
neN  xeX xeX neN

II Die wesentlichen Hilfsmittel

Sei F wie im letzten Kapitel. Ein monotones lineares u : F > R nennen wir

Zustand wenn u(lx) = 1. Wir sagen, daB ein Zustand u die abzdhlbare Zerlegungs-
etgenschaft hat, wenn fir jede Uberdeckung { Xn[n e N } von X durch Teilmengen

—_—

Zahlen Ay 20 mit ;i_ Ay =1 existieren, so daf

u(f) < Zi_ A, sup - f(x) Y fef.
n

Zerlequngssatz: Es ist dquivalent:

(1) Jeder Zustand von F hat die abadhlbare Zerlegungseigenschaft.
(ii) F <st ein Dini-Kegel.
Beweis: (i)—= (ii): Da der Zustandsraum St(F) unter der Topologie punktweiser

Konvergenz auf F kompaktist, gibt es fir jede punktweise fallende Folge (f,) in F
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einen Zustand p mit

(%): a = inf sup fn(x) = inf u(fn).
neN xeX neN

Ist nun

sup inf f (x) = g < a, so wire durch Xy = 1 xeX ! fa(x) < 3—%—5 }, neN
xeX  neN

eine Oberdeckung von X gegeben, aund die Zerlegung von beziiglich dieser
Uberdeckung stiinde im Widerspruch zu (*).

(i) — (1): Es sei { X, | ne N} irgendeine Oberdeckung von X und p sei
ein beliebiger Zustand. Wir betrachten die kompakten Teilmengen
Yn = { z e St(F) | z(f) < sug f(x) \7 f ¢ F } von St(F), den o-kompakten

xeX
Raum Z =) (Y, !neN} undF(Z) = {f ! feF},wobeif(z)=2(f)Vze L.
Da F Dini-Kegel ist, ist auch F(Z) Dini-Kegel. u ViRt sich als Zustand auf
F(Z) auffassen, da es offensichtlich eine bijektive ordnungserhaltende Tineare Ab=
bildung von F nach F(Z) gibt, die 1X in lz Uberfithrt. Nach LS, Satz 1] gibt

es ein WahrscheinlichkeitsmaB « auf Z mit w(f) ¢ /fd« Y/ fe F(2).
4

Daraus erhalten wir sofort die gesuchte Zerlegung von y indem wir setzen

A = r(Yn\U(Yk Tk<ny. 1

Die Bedeutung des Zerlegungssatzes lieqgt darin, daB man bei Zustinden von Dini-
Kegeln immer abzadhlbare Zerlegungen finden kann. Betrachtet man nur endliche

Uberdeckungen von X, so ist fiir alle Kegel die Existenz der entsprechenden

endlichen Zerlegungen eine Konsequenz des Satzes von Hahn-Banach (siehe [?]
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oder [3] ). Es sollte noch erwdhnt werden, daB M. Neumann kiirzlich einen etwas

anderen Beweis des Zerlegungssatzes angegeben hat [io]

Satz 3: Es ist dquivalent:
(1) F ist ein Dini-Kegel
(i)  Der Kegel VF = { max(fl,...,fn) P'noe N, fl,...,fn ¢ F } ist ein Dini-

Kegel.

Beweis: (ii)—> (i) ist trivial.
()= (ii): Sei (gn) eine beliebige fallende Folge in VF. Wir setzen

a = inf sup gn(x) , B =sup inf gn(x). Offensichtlich gilt B8 < a .
neN xeX xeX neN

Es muB also nur noch B8 > a gezeigt werden. Wir nehmen an, daB

1
sup g.(x) <at+ =
XeX n n

(wenn dies nicht der Fall ist, gehen wir zu einer Teilfolge

iiber und verschaffen uns durch eventuelle Wiederholung von Folgegliedern eine
Folge mit der angenommenen Eigenschaft). Weiter nehmen wir einen maximalen

Filter ¢ auf X, der die Mengen X, = Uxe X! gn(x) >a - 1 } enthdlt. Da die
n

k

2o £ mit £l e Fosing, gibt

einzelnen g, von der Form 9, = max(fi y fn,..

es wegen der Maximalitdt von ¢ ganze Zahlen Py < kn , so da3 die

o
n
Yo={xeX b fo(x) > - %~} Elemente von ¢ sind. Wir untersuchen nun die
P
durch hm = j{: % (fnn - - %) definierte fallende Fclge .n F und wdhlen
neN

Elemente ¥y, aus den nichtleeren Mengen (] { Yi i <m}.
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Da F Dini-Kegel ist, folgt die Existenz eines X, € X mit:

E ] (fpn (x.) ~a- l) > inf sup h (x) -1
nt'n 0 n! 2 P ho{x) 2
neN  xeX

: 2
> inf h (y )} -1>- - S, > - e,
ney  non = g 2
neN

p
Kombiniert man dies mit inf f " (xo) < inf gn(xo) < B
neN neN ?

so erhdlt man fur alle &> o0, daB (B + ¢ - a) Nt

Da die harmonische Reihe divergiert, bedeutet dies B8 > o . I

Der dritte Pfeiler fiir den Beweis unseres Hauptsatzes besteht aus dem folgenden:

Satz 4: Es set E ein Vektorverband (beziiglich punktweiser Maxima und Minima)

von beschrdnkten reellen Funktionen auf X , der die konstanten Funktionen

enthilt, und es set w ein Zustand auf E. Dann ist dquivalent:
(i) v hat ein Ly - DarstellungsmaB auf X.

(i1) w  hat die abzdhlbare Zerlegungseigenschaft.

Beweis: Wir beweisen hier nur (ii)— (i), da wir die andere Richtung fir den
Beweis des Hauptsatzes nicht bendtigen. Wir flihren den Beweis als Anwendung

des Satzes von P. Daniell und M.H. Stone (vergleiche etwa [2, S.160 ] ). Es
genligt deshalb zu zeigen, daB fir jede punktweise absteigende Folge (fn) in E

mit f = dinf (fn) e E die Beziehung u(f) = inf yu(f ) gliltig ist.
n
neN neN

Seien deshalb 6 > o beliebig und X, = {x I f (x) < f(x) + ¢&}. Dann ist
{ Xn | ne N} eine Oberdeckung von X , und es folgt aus der Zerlegungseigen-

schaft zusammen mit dem Hahn-Banach-Satz (z.B. [ 3, Theorem i] ) die Existenz

von Zustdnden u, und von Zahlen Ay 20 mit zgj Ay = 1
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und = Zgj Ay My SO daB o (9) < sup  g(x) \7 gekE .
neN XeXn

Aus dieser Darstellung erhdlt man sehr einfach, dal u(f) + s > inf u(fn).

Da s > o beliebig war, und da sich u(f) < inf u(fn) als Folge der
nel

Monotonie ergibt, haben wir die gesuchte Gleichung bewiesen. I

Die Zusammenfiigung dieser drei Bausteine ergibt den:

Beweis des Hauptsatzes: (i)— (ii) ist eine unmittelbare Folge des

Lebesgueschen Satzes iliber Monotone Konvergenz (siehe etwa [5, erster Teil des
Beweises von Satz 1] )-

(ii)—=(i): Es genlgt zu zeigen, daR ein beliebiger Zustand v ein Dar-
stellungsmaB hat. Mit dem Satz von Hahn-Banach (etwa [3, Cor. 1.1] ) ver-
schaffen wir uns einen Zustand & auf dem Dini-Kegel (Folge von Satz 3) VF, so
daB §(f) > v(f) \g/ f e F. Mit dem Lemma von Zorn sichern wir uns die
Existenz eines maximalen Zustandes [ auf VF, der & dominiert. 1§ hat die

abzdhlbare Zerlegungseigenschaft (Zerlequngssatz) und 138t sich eindeutig zu

einem Zustand u auf dem Vektorverband E = VF - VF fortsetzen. Ist nun

{ Xn i n e N} irgendeine Uberdeckung von X , dann 1dBt sich wegen der

Zerlegungseigenschaft und des Satzes von Hahn-Banach 1 Schreiben als

no= anan mit x>0, axn=1und i (F) < sup f(x) \/ f ¢ VF,
ne

neN xekp

wobei die einzelnen ﬂn ebenfalls maximal sein miissen. Andererseits 1iBt sich
aber ﬁn dominiert fortsetzen auf E 2zu einem My mit

u

n(f) < sup f(x) \C/ fecE.

XxeX
€
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Da aber u maximal ist, sind die Zustinde u_ und yu_  auf VF gleich. Damit
n n n

jst u_ die eindeutige Fortsetzung von u _, und es gilt u = Aou .
n n n “n

Also hat u die abzdhlbare Zerlegungseigenschaft und nach Satz 4 ein Dar-

stel]ungsmaB.I

111 Beispiele und Anwendungen

1. Ausdehnung des MeBraumes (X, ZF) im topologischen Fall.
Seien X ein Hausdorffraum und F ein Dini-Kegel bestehend aus oberhalbstetigen

Funktionen auf X .
Satz 5: Zu jedem monotonen linearen u : F > R gibt es eitn positives MaB 1

auf der kleinsten o-Algebra in X , die von F und den kompakten Teilmengen

von X erzeugt wird, so daB
wW(f) < 7fdr YfeF.
X
Beweis: Sei UC: (X) die Menge der nichtnegativen oberhalbstetigen Funktionen

auf X , die im Unendlichen verschwinden. Unschwer verifiziert man [6] , daB

o =F + UCZ (X) ein Dini-Kegel ist. Nach Hahn-Banach kann ¥ monoton linear

auf o fortgesetzt werden, und diese Fortsetzung hat gemdB unseres Hauptsatzes

ein Iy~ Darstellungsma® t . Da nun die charakteristischen Funktionen der

kompakten Mengen in ¢ Tliegen, sind sie Iy " mefBbar. '

2. Der Satz von Choquet — Bishop — de Leeuw.
Seien Z kompakte konvexe Teilmenge eines lokalkonvexen Vektorraumes, Kon(Z)

die Menge der stetigen konvexen Funktionen auf Z und 3Z, die Extrempunkte

von Z.
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Satz 6: Zu jedem monotonen linearen vy : Kon(Z) +» R extistiert ein positives

MaB vt beziiglich der von  Kon(Z) erzeugten o-Algebra in 31, so daB

w(f) < 7 fdr< \7 f e Kon(Z).
Y4

Beweis: Sei F = Kon(Z)/BZ. Auf F definieren wir durch

3(F) = supl u(9) | g e Kon(Z), g7 = F 1, B(F) = u(1y) sup_ F(x)

XedZ

ein superlineares & und ein sublineares p . Wegen des Maximumprinzips [ 1, S.4@
gilt p(f) > 8(f) X/ f e F. Nach Hahn-Banach [3. Theorem i] gibt es ein
monotones lineares u mit p(f) > u(f) > &(F) \f f e F. Sei nun (gn) eine

beliebige auf 3Z punktweise fallende Folge in Kon(Z).

Dann ist Y = { x ¢ Z | inf gn(x) = inf sup gn(z) } eine kompakte Seite von Z ,
neN neN zeZ

die nach dem Satz von Dini nichtleer ist. Also enthdalt Y nach Krein-Milman
einen Extrempunkt, und F muB ein Dini-Kegel sein. Damit hat 5 ein Dar-

stellungsmaB +t . Dieses ist wegen ﬁ(g/az) > u(g) auch DarstellungsmaBf fir u . I

3. Gewichtete MaBe.
Seien w > o eine Funktion auf X und F ein konvexer Kegel reeller Funktionen

auf X , so daB alle Elemente vonw F={ w f | f e F} beschrdnkt sind. Eine

einfache Anwendung des Hahn-Banach-Satzes liefert nun zusammen mit dem Hauptsatz:
Satz 7 [6, Theorenm 2] Es ist dquivalent:

(i) Pir jedes lineare u : F+R mit u(f) <sup w(x) f(x) / fefF
xeX

existiert ein positives D MaB auf X mit:
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u(f) < 5 fwdrx fefF
X

(ii) w F + R ist Dini-Kegel

4. Pseudokompakte Rdume

Seien X ein vollstidndig-reguldrer Raum und 8 X seine Stone - Eech - Kompaktifi-
zierung. Wir erinnern daran, daf X pseudokompakt genannt wird, wenn jedes

f e C(X) (stetige Funktionen auf X) sein Maximum auf X annimmt.

Satz 8: X <ist genau dann pseudokompakt, wenn g X die einzige F0 - Teilmenge

von B X <ist, die X enthdlt.

Beweis: Sei X pseudokompakt, und sei Y DX eine o-kompakte Teilmenge von g X.

Da fiir C(g X) = C{X) der Satz von Dini gilt, ist C(X) ein Dini-Kegel. Also
ist auch C(8 X)/Y ein Dini-Kegel. Nach dem Hauptsatz hat dann jedes

z ¢ B X ein DarstellungsmalB T, auf Y , welches wegen der o- Kompaktheit

von Y ein BorelmaB auf g X sein muB. Da aber das DiracmaB s, das einzige

z- darstellende BorelmaB ist, folgt z ¢ Y. Mithin Y g X. Die andere

Richtung des Beweises ist eine leichte Obung. I

IV Ein weiteres Ergebnis und Probleme

Verzichtet man auf die Positivitdt der DarstellungsmaBe, so wird man schwdchere

Bedingungen an die Kegel erwarten, als sie die Dini-Kegel erfiillen. In [7 J

wurde dieses Problem behandelt und das folgende Ergebnis bewiesen.
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Satz 9: Sei F ein konvexer Kegel beschrinkter reeller Funktionen auf X
(nicht notwendig die Konstanten enthaltend). Dann ist dquivalent:

i I

(i)  Fir jedes lineare w : F + R mit |u(f)] < sup | f(x) | \f fefF
xeX

existiert ein signiertes Ip - MaB T wvon Totalvariation < 1 , so daB
w(f) < rfdn \f feF.

X
(i1) Pur jede Folge (a,, f ) in R x F, so daB die Folgen (a, + f,) und

(an - fn) punktweise fallen, gilt:

sup inf (a, + (T (x)!) = inf sup (a
n n

+ if(x)1).
xeX neN neN xeX

Zum SchluB dieser Arbeit sollen noch einige offene Probleme anqgefiihrt werden.

Dabei sind meiner Meinung nach die ersten zwei Probleme schwierig zu l0sen.

Problem 1: Wenn F kein Dini-Kegel ist, so charakterisiere man diejenigen
Zustdnde, die trotzdem DarstellungsmaBe auf X besitzen.

Problem 2: Wenn F nicht die im Satz 9 (ii) geforderte Eigenschaft besitzt,

so charakterisiere man diejenigen linearen . , fur welche DarstellungsmaRe
entsprechend Satz 9 (i) existieren.

Problem 3:Man charakterisiere diejenigen Kegel, fiir welche die nach Satz 9

existierenden DarstellungsmaBe eindeutig sind.
Problem 4: Sei X topologischer Raum. Unter welchen Zusatzforderungen kann

man die nach Satz 9 existierenden MaPe auf eine o-Algebra ausdehnen, welche

alle kompakten Teilmengen von X enthdlt.
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