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1 Basisthese

Gemessen an dem was ein durchschnittlicher
Anwender in der téglichen Praxis an Mathe-
matik einsetzt, ist CA (Computeralgebra)
sehr effizient: Wir kénnen leicht praktische
Fragen widerspiegelnde 250-seitige Formeln
analysieren und umformen, wir koénnen sie
automatisch generieren, und brauchen sie in
ihrer abscheulichen Erhabenheit nicht einmal
zu sehen, um sie auszuwerten: mathematische
Objekte werden von einem Interface zum an-
deren weitergereicht. Diese Arbeitsweise wird
den zukiinftigen Umgang mit Mathematik
bestimmen.

Gemessen an dem was moglich ist, und
gemessen an dem was mathematisch an-
spruchsvolle naturwissenschaftlich-technische
Fragen bei realitdtsnaher (meist nichtlinea-
rer) Beschreibung eigentlich erfordern, sind
Computeralgebrasysteme (CAS) allerdings
ineffizient, ja sie spiegeln gewissermafien
die Steinzeit mathematischer Arbeitsumge-
bungen des Computerzeitalters wieder. Die
Ausdrucksfahigkeit gegenwértiger Systeme fiir
subtile mathematisch-technische Sachverhalte
ist unterentwickelt.
Diese widerspriichliche These wollen wir
erldutern.

2 Computeralgebrasysteme
heute

2.1 Was konnen CAS heute?

Als Beispiel betrachten wir die geplottete
Losung der folgenden nichtlinearen partiellen
Differentialgleichung (der Harry Dym Glei-
chung)
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Ut = U Uggy

Mit numerischen Verfahren kann diese Lésung
durch Vorgabe des Anfangswertes nicht gefun-
den werden, da Stérungen des Anfangswertes
sich mindestens exponentiell fortpflanzen. Es
bleibt also nur die Losung durch explizite Ver-
fahren {ibrig.

Dies fiihrt dazu, daB man eine mehr als
250-seitige Formel [2] verarbeiten und nu-
merisch auswerten mufl: Ein Kinderspiel fiir
jedes verniinftige Computeralgebrasystem.
Computeralgebra tragt bei solchen Beispielen
zu einer erheblichen Verbreiterung unse-
rer mathematischen Verfahren zur Losung
technisch-wissenschaftlicher Probleme bei.

Die Starke von Computeralgebra wird sehr
schon anhand eines historischen Beispiels be-
legt: Charles Eugene Delaunay' arbeitete
mehr als zwanzig Jahre an den Formeln sei-
ner zweibéndigen unvollendeten Theorie der

!Charles Eugeéne Delaunay, geb. am 9.4.1814 in Lu-
signy, ertrunken am 5.8.1872 bei Cherbourgh, Lehrer
an der Sorbonne und an der Ecole Polytechnique, Bu-
reau des Longitudes (ab 1866), Leiter der Pariser Stern-
warte (ab 1870), 1846-1867 Arbeit an Théorie de la
Lune, publiziert 1860-67 (unvollendet). Siehe auch: R.
Pavelle, M. Rothstein und J. Fitch: Computer algebra,
Scientific American, 245, 102-113, December 1981.



Mondbewegung. Die Uberpriifung der For-
meln alleine nahm die letzten 10 Jahre im Le-
ben dieses kreativen Geistes in Anspruch. 1970
wurden die Ergebnisse — wohlgemerkt die For-
meln, nicht das Rechnen mit Zahlen — erneut
iiberpriift: mit einem Computeralgebrasystem
innerhalb von 20 Stunden. Heute wiirde diese
Priifung, bei der auf Seite 234 ein Fehler ge-
funden wurde, weniger als zwei Stunden dau-
ern. Was hitte Delauny mit den geschenkten
10 Jahren nicht alles anfangen kénnen?

Die Ausdrucksfahigkeit fiir mathematische
Sachverhalte, die Computeralgebrasysteme of-
ferieren, ist grof: In der Hochsprache eines
geeigneten Computeralgebrasystems schreibt
man einen neuen Differerenzierer, der die Dif-
ferentiationsfunktion des Systems nicht nutzt,
und welcher zum Beispiel die durch

y(z)+a
/1 sin(In(z€))d¢ + y(z)* = 0.1

definierte Funktion miihelos in Millisekunden
differenziert, auf etwa einer DIN A4 Seite. Man
schreibt diesen Differenzierer schneller als man
einem Studenten, der die Differentialrechnung
schon beherrscht, beibringt, welche neue Re-
geln (parameterabhingige Integrale, implizite
Funktionen) er anwenden muf}, um diesen Aus-
druck abzuleiten.

Computeralgebra, sofern sie die Definition ei-
gener Datentypen erlaubt, ist ein hervorra-
gendes Werkzeug nicht nur zur Strukturie-
rung mathematischer Sachverhalte sondern
auch zur effizienten Verwaltung nichtmathe-
matischer Daten aus Wissenschaft und Tech-
nik.

2.1.1 Expertenwissen von CAS

Computeralgebrasysteme offerieren in ihren
Funktionsbibliotheken einen reichhaltigen
Vorrat an mathematischem Expertenwissen.
Zur Illustration greifen wir hier einige der
Beispiele aus Westers Testsuite [10] heraus. In
diesem Test werden 131 Beispiele zur Messung

der Funktionalitdt von Computeralgebrasy-
stemen vorgelegt. Die angegebenen Beispiele
wurden mit MuPAD 1.3 [8], [3], gelost, die
Aufstellung wurde von Paul Zimmermann
[11], [12] angegeben. Die Beispiele geben einen
guten Einblick in die formalen Fahigkeiten
moderner Computeralgebrasysteme . Dabei
bezeichne >> die Eingabe an das System und
output> die Antwort des Systems.

Problem 9:
Man vereinfache

\ll4+3\/3+2\/5—12\/3—2\/§.

>> radsimp(sqrt(14 + 3*sqrt(3 +
2xsqrt (5 - 12xsqrt(3 - 2*sqrt(2))))));

output>

1/2
2 + 3

Problem 34:
Man Vereinf:%che

1
(207 + 1)V (47 + 47 + 1)V 30T — 2/,

>> e:=
(4*r+4xsqrt (r)+1) "~ (sqrt(r) / (2*sqrt (r)+1))
*(2*sqrt (r)+1) " (1/(2*sqrt(r)+1))-2*sqrt(r) :

>> simplify(e);

output>
1

Problem 45:
Man berechne den Wert von
tan~!(tan4), namlich 4 — 7.

>> atan(tan(4));

output>
- PI + 4

Problem 58:
Man lose die Gleichung /log 2 = log \/z.

>> solve(sqrt(1n(x))=In(sqrt(x)),x);

output>



1, exp(a)} >> sum(1/k"2+1/k"3,k=1..infinity);

Da die Antwort ohne Annahmen iiber x gege-

. 4 7 .. N output>
ben wurde, sind 1 und e* die einzigen Losun- 9
gen in der komplexen Ebene. pI
Problem 68: zeta(3) + -——
Man gebe >°2° | (1/k%* 4+ 1/k?) in geschlossener 6
Form an.
Problem 78:

Man berechne die Ableitung der stiickweise de-
finierten Funktion |z| .
>> a:=proc(x)
begin
if x < 0 then -x else x end_if
end_proc:

>> D(a);

output>
proc(x)
begin
if x < 0 then
-1
else
1
end_if
end_proc

Problem 88:
Man berechne das Integral
Joot* /(1 + t)dt for 0 < Re(a) < 1.

>> assume(Re(a)>0): assume(Re(a)<1):
>> int(t~(a-1)/(1+t),t=0..infinity) ;

output>

gamma(a) gamma(- a + 1)

Problem 102:
Man berechne die Laplacetransformierte von
cos((w — 1)t) beziiglich ¢.

>> laplace(cos((w-1)*t),t,s);

output>



Problem 103:
Man lose die Gleichung

Yy’ + yy’3 = 0 for y(x).

>> solve(ode(
diff (y(x),x,x)+y(x)*diff (y(x),x)"3=0,y(x)
)

output>

3
{C12,Ro0t0f(6 x + 6 C11 + 6 y C10 -y , ¥}

Das Ergebnis besagt, dafl die Losung entweder
y(x) = C12, oder die algebraische Funktion
ist, die sich durch y(z)® = 6C10y(z) + 6x +
6C11 ergibt, dabei sind C10, C11 and C12
beliebige Konstante.

2.2 Was konnen CAS’e nicht?

Gemessen an dem was mathematisch an-
spruchsvolle naturwissenschaftlich-technische
Fragen erfordern, sind Computeralgebrasyste-
me allerdings ineffizient. Die Ausdrucksfihig-
keit gegenwértiger Systeme fiir wirklich sub-
tile mathematisch-technische Sachverhalte ist
noch unterentwickelt.

Dazu ein Beispiel:

Will man, dhnlich wie oben, relevante Lésun-
gen der Kawamoto-Gleichung

4 4 5
up = 10U  UgpUpgr + DU UL Uzze + U Uzgzan

finden, so mufl man zuerst eine in einer Zeile
darstellbare Identitdt eines abgeleiteten zwei-
zeiligen Ausdrucks iiberpiifen, dessen Berech-
nung aus rein algebraischer Routinearbeit be-
steht. Die Expansion dieses Ausdrucks fiihrt
dann auf eine Formel, welche sich als Text-
dokument auf etwa 50 Gigabyte belduft, denn
der in der Expansion entstehende Intermediate
Data Swell fithrt dazu, daf} die zu iiberpriifen-
de Identitdt ein Integro-Differentialoperator
von ungefihr vier Milliarden Termen wird. Der
Ausdruck dieses Operators, etwa um ihn einem
Diplomanden zur Handberechnung anzuemp-
fehlen, ergibt einen Stofl DIN A 4-Blétter von

etwa 18 km Hohe, oder einen Blétterberg von
1000 Kubikmetern: Eine schiere Unmoglich-
keit fiir heutige Computeralgebrasysteme.
Noch dramatischer wird es, wenn man ernst-
haft Mathematik, aufbauend auf einer rigo-
rosen axiomatischen Begriindung des gesam-
ten Fundaments dieser Wissenschaft, betrei-
ben will. Dann wiirde man etwa den formal
axiomatischen Aufbau, der in [1] dargelegt ist,
wéhlen und damit beginnen die natiirlichen
Zahlen aus Mengen in der iiblichen Ordinal-
zahldarstellung zu konstruieren. Expandiert
man dann einen Ausdruck, der die Zahl 1 in
einfacher Weise aus der Null konstruiert, und
ersetzt alle bis dahin gewéhlten Abkiirzungen,
so beginnt das Ergebnis mit

Tgs (— (3x33) (= =V =V = € x33 x35 -
(3x34) (= V ~ € x34 7y (— (Ix16) (~ = v
—\\/—\EX16X32—\\/—|EX16TX19(—\(EIXl?)(
~ VSV mexITxI9 - (3x8) (~V - e
x18 x17 € x18 Txg(—'\/—'E’Txl(ﬂ (axz)(
—\—\EXQXI)>x3—\—\(5|x4)(—\\/—|€X4
X3€TX15(—|(3){13)(—\—\\/—\\/—\6}(13}(15
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SV o EXIXI2V - (3x10) (Vv SV e

x10 %9 € x10 x4 = V = € x10 x4 € x10 x9 ) ~
und erstreckt sich {iber weitere 17 DIN A4 Sei-
ten.

Bei beiden Beispielen hindert nicht nur die Da-
tenflut eine adequate Behandlung dieser Pro-
bleme durch CAS’e sondern es wirkt sich - ne-
ben anderen Nachteilen - auch die Langsam-
keit der Systeme stérend aus.
Computeralgebra ist deshalb noch weit davon
entfernt wirkliche Mathematik zu machen, ge-
schweige denn das wahre Wunder der Beherr-
schung der Mathematik durch den Menschen
iiberfliissig zu machen, dieses ist ein ganz an-
deres Phéinomen als das Hantieren mit grofien
algebraischen Daten:

Dafl man n&mlich in einem eigentlich durch



sterile Strenge beschriebenem Bereich Intuiti-
on entwickeln kann, so dafl formale Monster
in kurzen Begriffen zusammenzufassen sind,
dafl man in diesem Bereich kreative neue Ide-
en haben und ausdriicken kann, dafl man die-
se dann als vereinfachtes Abbild von Aspek-
ten der Wirklichkeit sinnvoll einsetzen kann,
und dal man solche formal-sterilen Schluf}-
weisen, die nun wirklich einer Maschine mehr
Spafl machen sollten als dem Menschen, dem
menschlichen Geist geméfl aufbereiten kann.
Dieses Wunder der Mathematik, dessen Ma-
thematiker sich zu selten bewuf3t sind, und
das vielleicht bei Ingenieuren und Physikern
manchmal besser aufgehoben sein mag, kann
niemals durch Maschinen vollzogen werden.
Hier liegen die Grenzen, die auch Computeral-
gebra nicht iiberwinden wird, Grenzen, die
Computeralgebra aber weit, sehr weit ver-
schieben kann. Dafl man aber dem mensch-
lichen Geist, sofern wir in diesem Bereich
zu immer neueren und formal komplizierte-
ren Sachverhalten aufbrechen, den Gefallen
tun sollte, das was maschinell moéglich ist,
von seinen Schultern zu nehmen, steht aufler
Frage. Es steht auch aufler Frage, dal man
durch den Einsatz solcher Hilfsmittel vollig
neue Dimensionen fiir Anwendungen in Tech-
nik und Naturwissenschaften erdffnen kann.
Dafiir braucht man leistungsfihige, bequeme
und nutzerfreundliche Computeralgebrasyste-
me, oder mehr noch: neue komfortable, inte-
grierte und multimediale Arbeitsumgebungen,
fiir die heutige Computeralgebrasysteme nur
eine Vorstufe sind.

3 Stand der Technik
3.1 Basisfunktionalitit

Hohe Anforderungen bei der Nutzung von
Computeralgebrasystemen erfordern eine gute
Kenntnis der Interna (die von den Herstellern
und Entwicklern der Systeme héufig nicht
offengelegt werden).

Um zu zeigen weshalb Computer iiberhaupt
symbolische Mathematik, wie Differentiation,
Integration, Grenzwertberechnung und &hn-
liches betreiben koénnen, fithren wir kurz in
die Baumstruktur mathematischer Ausdriicke
ein, und diskutieren Basisfunktionalitdten
wie Evaluation, Vereinfachung, Parame-
teriibergabe und Scoping. Eine Problematik
der Basisfunktionalitdt liegt in einer nahezu
willkiirlichen Funktionsweise, die beim Ent-
wurf gewahlt wird, und welche grundlegende
Routinen  eines  Computeralgebrasystems
beeinfluft, und die verschiedenen Systeme
nahezu unvergleichbar macht.

Ein Computeralgebrasystem ist eine Kombi-
nation von Basisfunktionen mit Werkzeugen
der effizienten Datenmanipulation und mit
elementaren logischen Konstrukten. Damit
ergibt sich, geschickt implementiert und mit
Hilfsroutinen versehen, eine auflerordentlich
effiziente High-Level-Sprache, die vermutlich
viel mathematikndher ist, als unsere iibliche
mathematische Schreibweise.

3.1.1 Baumstruktur

Betrachten wir einmal einen einfachen mathe-
matischen Ausdruck :
a*xb+bxd”~ 2 % e.

Dieser besteht aus Grofien, die mit Operatio-
nen verkniipft werden. Die geeignete Struktur
so etwas darzustellen ist ein Ausdrucksbaum:

.
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Vereinfacht gesprochen besteht die Funktion
eines Computeralgebrasystems nun darin, sol-




che Bdume nach gewissen Regeln im Inter-
pretermodus abzuarbeiten. Entscheidend fiir
die Effizienz ist deshalb wie gut die Verwal-
tung solcher Baume implementiert ist, und
wie dateneffizient solche Bdume bei groler An-
zahl von Blattern gehalten werden. Ein Pro-
blem, welches dabei auftritt sieht man schon
am obigen Beispiel: das der eindeutigen Da-
tenreprisentation (unique data representati-
on). Denn bei der Realisierung des Systems
mufl man sich dafiir entscheiden ob dafl Da-
tum b, welches zweimal vorkommt, nur einmal
physikalisch realisiert wird (und beim zweiten
Vorkommen durch einem Zeiger ersetzt wird),
oder ob es zweimal physikalisch abgelegt wird.
Die erste Methode setzt einen aufwendigen
Verwaltungsapparat voraus, geht aber sparsa-
mer mit Speicherplatz um, ist manchmal auch
zeiteffizienter. Bei einem einzelnen b scheint
diese Frage keine Rolle zu spielen, aber b
selbst konnte auch der Repréasentant eines Da-
tums von vielen Megabyte sein, was dann sehr
wohl ins Gewicht fallen wiirde. Man kann auch
einen Mittelweg, vielleicht basierend auf heu-
ristischen Prinzipien, einschlagen. Alle diese
Methoden haben Vor- und Nachteile, was da-
zu fiihrt, dafl die Methode, die bei grofien
Daten geeignet ist, bei kleinen Daten sich
als schwerfillig erweist. Allgemeine Aussagen
iiber die Performance von Computeralgebrasy-
stemen sind deshalb immer von geringer Aus-
sagekraft.

Etwas anderes wird durch die gedankli-
che Reduzierung eines Computeralgebrasy-
stem auf ein Baummanipulationsprogramm
klar, ndmlich, das das Programm eigentlich
gar nichts mit Mathematik zu tun hat, und
dafl an Stelle mathematischer Daten auch an-
dere technisch-wissenschaftliche Objekte tre-
ten konnen. Natiirlich sollte man, wenn solches
geplant ist, die Moglichkeit zur Definition be-
liebiger Datentypen haben: das System sollte
ein objektorientiertes System sein?

2Gegenwirtig gibt es weltweit zwei objektorientierte

Die Implementation einer hochentwickelten
Programmiersprache setzt auch nichts anderes
voraus als die konsequente Verwirklichung
des eben erwihnten Gesichtspunktes. Denn
Programme und logische Konstrukte sind
auch nichts anderes als Bdume, deren Trans-
formationen gewissen Regeln unterliegen, hier
das Beispiel einer for-Schleife:

for i from 3 to 100 step 2 do s:=s+i
end _for

Y
Lfor [ i J[ 1 ][100[[ 2 ]

A

Manche Systeme, wie zum Beispiel MuPAD,
erlauben dem Nutzer den Zugriff auch auf
die Elemente der Datenbidume, die durch
Programme und logische Konstrukte gege-
ben sind. Das erlaubt méchtige aber wegen
moglicher Seiteneffekte nicht unproblemati-
sche Werkzeuge der Programmanipulation.

3.1.2 Evaluation und Vereinfachung

Das Problem der Vereinfachung a6t sich
kurz abhandeln: es geht dabei darum die
Bédume, die mathematische Ausdriicke dar-
stellen, auf moglichst einfache Form zu brin-
gen. Das ist allerdings leichter gesagt als ge-
tan, da es keine allgemein akzeptierte Ube-
reinkunft dariiber gibt, was ein einfacher ma-

Systeme: Axiom und MuPAD.



thematischer Ausdruck ist. Hier herrscht beim
Entwurf von Computeralgebrasystemen des-
halb notgedrungen die reine Willkiir. Wich-
tig bei der Implementierung eines Vereinfa-
chers (Simplifiers) ist allerdings, dafi er im-
mer da wo es moglich ist, eine Normalform
herstellt damit man mathematische Ausdriicke
vergleichen kann. Auch dies ist wieder nicht
so einfach, den nicht fiir jede Klasse von Aus-
driicken existiert ein Normalformenalgorith-
mus. Wihrend man bei frithen Systemen da-
zu tendierte moglichst viel Funktionalitédt in
den Vereinfacher zu stecken, ist man heute da-
bei vorsichtiger. Man vermeidet damit Perfor-
manceverluste, und iibertrdgt dem Nutzer ei-
ne groffere Verantwortung fiir die Umformung
seiner Objekte.

Der Evaluierer, welcher die entscheidende
Rolle im Arbeitszyklus Parsen - FEvaluie-
ren - Ausgeben spielt, ist das Herz eines
Computeralgebrasystems. Er regelt wie die
Bdume des Systems transformiert werden.
Thm obliegen die Aufgaben

- Substitution von Bezeichnern

- Ausfiithrung von Systemfunktionen

- Ausfiithrung von Systemoperatoren

- Vereinfachung von Ausdriicken

- Auswertung aller Datenstrukturen

- Ausfiithrung von Anweisungen

- Ausfiihrung benutzerdefinierter Prozeduren
- Behandlung von Domains und Uberladungen

Die letztgenannte Aufgabe wird natiirlich
nur bei objektorientierten Systemen wahr-
genommen. Daneben ist noch die Typiiber-
priifung, die Unique Data Representation, die
Debugger-Steuerung (MuPAD) und eine Rei-
he andere wichtiger Aufgaben zu nennen, die
wir hier der Kiirze halber weggelassen haben.
Die Qualitat des Entwurfs des Evaluierers ist
fir die Performance des Systems entschei-
dend. Hier steckt der Teil des know-hows eines
Systems, der nicht in der Literatur zu finden
ist. Die Komplexitat des Evaluierers sieht man
schon am einfachen Beispiel der Unique Data

Representation. Fithrt man diese konsequent
aus, muf jedes neu erzeugte Datum mit allen
vorhandenen Daten verglichen werden. Wenn
das nicht schnell und zuverldssig geschieht,
dann geht das System in die Knie und erstickt
in seinem eigenen Datenmiill. Allgemeine
Grundsétze des Entwurfs dieses fiir die
Funktionalitdt von Systemen entscheidenden
Bausteins gibt es nicht. Kaum ein System
erlaubt da einen Einblick (Ausnahme Redu-
ce). Gerade deshalb erscheint es dem Autor
als Frage der wissenschaftlichen Integritit,
dafl weitverbreitete Systeme dem ernsthaft
interessierten Anwender einen Einblick in den
Source Code des Systems erlauben.

3.1.3 Scoping

Die fiir den Anfinger fehlertrichtigste
Komponente, welche h#ufig den Anlafl fiir
weitegehendes Unverstdndnis liefert, ist die
des Scoping. Scoping regelt die Art und Weise
wie und in welchem Kontext Prozeduren auf
ihre Argument zugreifen. Mogliche Seitenef-
fekte fithren dazu, dafl man die Effekte des
Scoping erst nach langem Gebrauch eines
Systems iibersieht. Man unterscheidet:
Statisches Scoping: hier greifen Proze-
duren h(argumente), die in Prozeduren
f(argumente) aufgerufen werden, mit ihren
globalen Variablen auf den externen Kontext
zu.

Dynamische Scoping: bei diesem greift dassel-
be h(argumente) auf den von f(argumente)
geschaffenen Kontext zu.

So einfach das klingt, so fithrt es doch zu
zahllosen Verwirrungen, weil die damit fest-
gelegte Funktionsweise vielfach der Intuition
widerspricht, welche sich im Laufe der Zeit
des Umgangs mit Mathematik ausgebildet
hat.3

3MuPAD ist eines der wenigen Systeme, welche das
dynamische Scoping verwenden, die Meinungen ob dies
ein Vor- oder Nachteil ist sind geteilt. Der Autor dieser
Zeilen zieht das dynamische Scoping vor, ist sich aber



Beim Aufruf der Funktionsvariablen selbst
spielt es eine wichtige Rolle ob diese entwe-
der einen call bei value, einen call by name
oder einen call by evaluated name ausfithren.
Beim call by value, etwa in MuPAD, wird das
in der Prozedur vorkommende Argument im-
mer mit seinem momentanen Wert genom-
men, wahrend beim call by evaluated name
das Argument mit dem Wert genommen wird,
den es am Anfang des Aufrufs der Prozedur
hat. Maple arbeitet mit call by evaluated na-
me. Beides hat wieder Vor- und Nachteile: die
zweite Methode ist einfacher, hat weniger Sei-
teneffekte, aber deshalb auch weniger Gestal-
tungsmoglichkeiten. Auflerdem kann man den
call by evaluated name ohne die Implementa-
tion eines Stacks realisieren, was vefiihrerisch
und triigerisch ist. Verfiithrerisch deshalb, weil
es zu grofen Geschwindigkeitsvorteilen fiihrt,
triigerisch deshalb, weil dies zu Arger mit loka-
len Prozeduren fiihrt und die Verwirklichung
eines spiter auflésbaren holds sehr schwierig
macht.*

Beim call by name ist es &dhnlich wie beim
call by evaluated name, nur wird beim Auf-
ruf f(z), ein in der Prozedurdefinition vorkom-
mender Parameter a, der auf x verweist, durch
den Bezeichner von z ersetzt, und nicht durch
den Wert von z.

Da diese entscheidenden Basisfunktionalitdten
in verschiedenen Systemen verschieden reali-
siert sind, ist eine eins-zu-eins Ubertragung
von Routinen eines Systems auf ein anderes
nicht moglich: Wir werden also noch lange Zeit
mit verschiedenen Computeralgebrasystemen
zu leben haben, was aber wegen der dadurch
gegebenen Konkurrenz wohl als Vorteil anzu-
sehen ist.

fast sicher, daf} sich wegen der Unkompliziertheit auf
die Dauer das statische Scoping durchsetzen wird. Des-
halb werden wir in den néchsten Jahren sicher erleben,
dafl MuPAD eine nutzergesteuerte Auswahl zwischen
beiden Methoden erlaubt.

“In dieser Tatsache scheint mir der Grund fiir die
giinstige Geschwindigkeit von Maple zu liegen, eine Ge-
schwindigkeit, die m. M. nach aber teuer erkauft ist.

3.2 Aufbau eines Systems

Um kommende Entwicklungen in ihrer Be-
deutung abschétzen zu koénnen, ist es wichtig
den grundlegenden Aufbau eines Computeral-
gebrasystems zu kennen. Ich beziehe mich in
der folgenden Beschreibung auf MuPAD, das
einzige System, bei dem ich (neben Reduce)
den Sourcecode kenne.

MuPAD ist in vier hierarchisch aufeinander
aufbauenden Ebenen realisiert.

Die oberste Ebene ist durch die MuPAD
Funktionsbibliothek gegeben. Darin  sind
Programme, die in der MuPAD-Hochsprache
entweder vom Nutzer selbst geschrieben wur-
den oder vom System bereits zur Verfiigung
gestellt werden.

Die Funktionsbibliothek
dem MuPAD-Kern auf.
Kern enthédlt die Implementierung der
MuPAD-Hochsprache sowie die fiir ein
Computeralgebra-System grundlegenden
Mechanismen wie Substitution, Vereinfachung
(Bildung einer Normalform) und Evaluierung,
weiterhin eine Reihe von Systemfunktio-
nen (Kernfunktionen). Systemfunktionen
sind grundlegende Funktionen, die nur auf
dieser Ebene zu realisieren sind oder die
sehr hdufig benutzt werden, und daher aus
Effizienzgriinden statt in der Library im Kern
untergebracht wurden. Solche Funktionen sind
erheblich schneller als Library-Funktionen,
da diese interpretiert werden, wéihrend
Systemfunktionen direkt ausfithrbare Binér-
codeobjekte sind, die viele der ausschliefilich
im Kern zugénglichen Methoden direkt nutzen
konnen.

Unter dem MuPAD-Kern liegt MAMMUT
(Memory Allocation Management UniT).
MAMMUT erfiillt in erster Linie die Auf-
gabe einer Speicherverwaltung, weist aber
dariiber hinausgehend eine grofie Anzahl vom
Kern benoétigter Fiahigkeiten auf. Hierbei
ist besonders die Realisierung der Unique-
Data-Representation zu nennen. Diese wird

setzt auf
Der MuPAD-



durch die Verwendung von Referenzzéhlern in
optimaler Weise durch MAMMUT unterstiizt.
Die Verschiebbarkeit der von MAMMUT
zur Verfiigung gestellten Objekte dient der
Vermeidung von Fragmentierung innerhalb
des Speichers und macht Annahmen iiber
Objektgrofen (Maple?), die wegen der grofien
Bandbreite von Aufgaben der Computeral-
gebra unzuldssig sind, unnotig. Auch eine
durch disziplinierten Umgang des Kernes
mit den Speicherobjekten nur in wenigen
Fallen bendtigte garbage collection wird
bereitgestellt. Ein weiterer Vorteil der eigenen
Speicherverwaltung ist die bessere Portierbar-
keit des Systems.

Die  Unterstiitzung  der Unique-Data-
Representation besteht, wie schon gesagt,
darin, dafl Objekte, die logisch mehrfach
bendtigt werden, physikalisch nur einmal
vorhanden sind und die logischen Kopien
durch Zeiger auf das entsprechende physika-
lische Objekt realisiert werden. Die dahinter
liegende Funktionalitdt ist kompliziert, da
bei lokalen Anderungen in (algebraischen
Ausdriicken  entsprechenden)  Teilbdumen
jeweils entschieden werden muf}, welche
Teilbdume, Blitter und Aste von dieser
Anderung so beriihrt werden, dafi aus der
logischen Kopie zumindest teilweise eine
physikalische Kopie werden muf}. Durch eine
recht rigorose Unique-Data-Representation
traigt MAMMUT allerdings wesentlich zur
Speicherplatzokonomie bei.

Damit MuPAD eine parallele Erweiterung
erlaubt, gibt es zwischen MAMMUT und
dem Betriebssystem des oder der Rechner die
Virtuelle Maschine, die bei Shared-Memory-
Maschinen bzw. bei sequentiellen Maschinen
entfillt, so dal MAMMUT dort direkt auf dem
Betriebssystem aufsetzen kann. Bei anderen
Architekturen werden weitgehende Anpassun-
gen an diese Plattformen emuliert.
Erfahrungen im Bereich nichtlinearer dyna-
mischer Systeme, wie sie anfangs erldutert
wurden, haben gezeigt, daB die Behandlung

strukturell interessanter und anwendungsrele-
vanter mathematischer Probleme leicht zu ei-
nem intermediate data swell im zweistelligen
Gigabyte-Bereich fithren kann. MuPAD wur-
de deshalb im Hinblick auf die Bearbeitung
algebraischer Daten in diesem Groflenbereich
ausgelegt.

Daneben gibt es in MuPAD, wie in jedem an-
deren System, einzelne Tools (Graphiktool, In-
teraktiver Source Level Debugger, Interakti-
ves Hypertext On-line Helpsystem), die un-
abhéngig von den mathematischen Zielsetzun-
gen des Systems, den Entwurf mit einer au-
Berordentlich bedienerfreundlichen Oberfliche
abrunden.

4 Entwicklungstrends

4.1 Objektorientiertheit

Mathematik entwickelt sich seit etwa 2000
Jahren dadurch, dal stdndig neue Objekte,
geschaffen durch den menschlichen Geist, hin-
zukommen. Mathematik ist die Wissenschaft
in der Objektorientiertheit per se realsiert
ist. Stédndig werden neue Strukturen alten
Namen und Bezeichnungen zugeordnet (Uber-
laden), und abstrakte Strukturen werden auf
konkrete Objekte vererbt. Natiirlich miissen
mathematische Expertensysteme diese Ar-
beitsweise unterstiitzen und fordern. Deshalb
wird auf Dauer kein Computeralgebrasystem
iiberleben, welches nicht alle Mo6glichkeiten
der Schaffung neuer Datentypen erlaubt,
die Uberladung von Kernfunktionalitit
ermoglicht und kategorielle Datenklassen rea-
lisieren 148t. Systeme, welche zum Beispiel, da
die Funktionalitdt des *-Zeichens nun einmal
im Kern festgelegt ist, die Multiplikation
zweier Matrizen nur auf den kryptischen
Befehl evalm(A &* B) hin ausfiihren, werden
entweder eine schmerzhafte Anpassung ihres
grundlegenden Entwurfs hinnehmen miissen,
oder wenig Gegenliebe bei zukiinftigen An-
wendern finden. Axiom hat das Verdienst



dieses grundlegende Entwurfsproblem das
erste Mal in den Blickpunkt der Anwender
geriickt zu haben. Erstaunlich ist nur, daf
seitdem auBer MuPAD kein System entstan-
den ist, welches Objektorientiertheit im Kern
verwirklicht hat. Objektorientiertheit ist in
MuPAD in folgender Weise realisiert [5]:

Durch eine Implementation auf Kernebene
ist dafiir Sorge getragen, dafl nur geringe
Effizienzverluste in Kauf genommen werden
miissen. Jede Kernfunktion ist {iberladbar,
kann also entsprechend den neu geschaffe-
nen Datentypen durch eine Libraryfunktion
ersetzt werden, wobei jede Funktion anhand
der evaluierten Argumente entscheidet, ob ei-
ne Uberladung stattfindet. Die Suche nach den
zustdndigen Operationen findet iiber Hashta-
bellen oder Listen, die einen schnellen Zugriff
erlauben, statt.

Der Vorteil einer solchen Vorgehensweise ist
beachtlich: Eine Entwicklung generischer Al-
gorithmen ist moglich, Domains erlauben eine
Zusammenfassung der Operationen auf einem
Datentypen, und durch Kategorien konstruiert
man Klassen algebraischer Strukturen mit ge-
meinsamen Eigenschaften. Und alles was hier
in Bezug auf mathematische Objekte moglich
ist, kann ohne Einschrinkung auf andere Wis-
sensgebiete {ibertragen werden, die grundle-
genden Tools dafiir sind im System vorhanden,
eine Ausdehnung auf andere Strukturen ist nur
eine Frage von leicht erstellbaren Librarypro-
grammen in einer komfortablen Hochsprache
(die schnelles Prototyping erlaubt).

Wir wollen die mit Objekten gegebenen Ar-
beitsmoglichkeiten an einem kleinen Beispiel
erlautern, der Behandlung der 2 x 2-Matrizen.
Wir kreieren zuerst die Domain, die wir mit
MQ bezeichen, durch einen der vom System zur
Verfiigung gestellten Domainkonstruktoren

>> MQ:= SquareMatrix(2, Rational):

Neue Matrizen, das sind Domainelemente mit
Zeigern auf eine Zusammenfassung der Opera-
tionen, werden nun durch Aufruf von MQ kre-

iert, ihre Typabfrage gibt Auskunft iiber die
entsprechende Domain:

>> A:= MQ([[1, 2/3],
>> type(4A);

[1/2, 311):

SquareMatrix (2, Rational)

Die nun auf die Matrizen wirkenden Opera-
tionen sind bei Nichtiiberladung die iiblichen
Systemfunktionen, oder bei Uberladung zum
Beispiel von +, * or ~ Funktionen, die diese
Operationen in der iiblichen Weise auf Matri-
zen ausdehnen. Man erhélt dann durch den
Aufruf von

>> 2%A”2 + 1/A;
das Ergebnis

+- -+
| 91/24 , 61/12 |
I |
| 61/16 , 457/24 |
+- -+

wobei das Inverse automatisch mitberechnet
wurde. Man vergleiche dies etwa mit Funktio-
nen wie evalm(A &* B), die notwendig sind,
um Matrizen in traditionellen ausdrucksorien-
tierten Systemen zu multiplizieren. Der Nutzer
braucht natiirlich nicht viel von all dem zu ver-
stehen, fiir ihn sind die neugeschaffenen Ob-
jekte genauso zu handhaben wie alle anderen
Ausdriicke des Systems. Durch die Moglichkeit
generische Algorithmen zu schreiben, wird die
Entwicklungszeit mit solchen Systemen bedeu-
tend abgekiirzt, und die Strukturierung von
Programmen wird sauberer.

Das Konzept geht natiirlich weit {iber die
Behandlung mathematischer Objekte hinaus:
Will man zum Beispiel die Ausgabe von Matri-
zen als TEX-formatierte Zeichenketten haben,
so iiberlddt man:

>> MQ: :print:= MQ::TeX:
um dann zu erhalten

>> 2%A”2 + 1/A;

\begin{array}{cc}



91/24 & 61/12\\
61/16 & 457/24\\
\end{array}

Man kann diese Moglichkeiten nun benutzen
um etwa technische Objekte in dem Com-
puteralgebrasystem iiber graphische und kon-
struktive Objekte ein- und auszugeben.

4.2 Modulkonzept

Computeralgebrasysteme sind bei vielen Auf-
gaben langsam, ja unertréglich langsam. Dies
liegt an der Dualitdt von Systemfunktionen
versus Libraryfunktionen (Bibliotheksfunktio-
nen). Beide Funktionstypen bringen Vortei-
le und Nachteile. Systemfunktionen liegen in
Binércode vor, Libraryfunktionen werden vom
System interpretiert. Systemfunktionen ha-
ben den Vorteil grofler Geschwindigkeit und
den Nachteil einer schwerfilligen Speicherdy-
namik, auflerdem, und das ist viel bedenkli-
cher, storen Sie die Erweiterbarkeit des Sy-
stems. Um diese Nachteile auszugleichen, gibt
es die Bibliotheksfunktionen, womit man aber
den Geschwindigkeitsvorteil verliert. Libary-
funktionen brauchen bei gleicher Funktiona-
litdt etwa 10 mal so viel Zeit.

Um die Vorteile beider Welten zu vereinen
gibt es in MuPAD [9], [7] die sogenannten
Modulfunktionen. Dies sind Bin&drcodeobjekte
die zur Laufzeit geladen werden, die kernun-
abhéngig sind, und eine Ein- und Auslagerung
zur Laufzeit erlauben. Thre Daten werden ge-
nau wie die Daten des Systems behandelt, der
Nutzer sieht also keinen Unterschied zwischen
Modulfunktionen und System- oder Library-
funktionen. Modulfunktionen sind zudem ein-
fach zu programmieren, portabel und erlau-
ben die kernunabhéngige Integration fremder
Software in MuPAD. Bei der Programmierung
dieser Funktionen, etwa in C++ kann man
natiirlich auch auf die Ressourcen des Systems
zugreifen.

Mit diesem Konzept und den darin enthalte-
nen Moglichkeiten steht der Erweiterung des

Systems zu einem umfassenden mathematisch-
technischen Expertensystem nichts mehr im

Wege.

4.3 Parallelitit

Eine weitere Moglichkeit der Leistungsstei-
gerung von Computeralgebrasystemen bietet
sich durch parallele Architekturen an. Man
sollte bei rein mathematischen Fragen die
dadurch gegebenen Moglichkeiten aber nicht
iiberschétzen. Denn iiber die Parallelisierung
vieler Algorithmen ist noch zu wenig bekannt.
Trotzdem lohnt sich ein Einstieg in diese Tech-
nologie schon deshalb, weil man durch die Sy-
stemsprache mit ihren parallelen Konstruk-
ten eine Moglichkeit zum Rapid Prototyping
auf parallelen Architekturen bekommt. Mu-
PAD hat eine parallele Erweiterung [6], von
der wir hoffen, sie demnéchst als beta-Release
zur Nutzung freigeben zu koénnen.

Das Ziel des Entwurfs ist Beschleunigung bei
der Verarbeitung grofier Datenmengen. Be-
sonderes Augenmerk bei der Implementierung
wurde auf die Systemunabhéngigkeit gelegt.
Grundlegendes Architekturmodell ist ein Clu-
ster von Shared Memory Maschinen, eine Ar-
chitektur wie sie etwa beim Power-Challenge-
Array von SGI realsiert ist:

Makro
Cluster Cluster
Mikro Mikro
Cluster Cluster
Mikro Mikro

Der Entwurf der Parallelitit unterscheidet
zwischen Mikro- und Makroparallelitét [8], Be-
griffe, die der Granularitét der Tasks nur unzu-
reichend entsprechen. Die parallelen Struktu-
ren zwischen den Multiprozessoren des Netz-
werks bilden die Makroparallelitdt, und auf
den einzelnen Multiprozessoren spielt sich die



Mikroparallelitiat ab.

Die Realisierung beziiglich der gewé&hlten
Architektur geschieht folgendermaflen: Zwi-
schen MUPAD wund dem Betriebssystem
der Hardwareplattform, gibt es eine wei-
tere Schicht, eine als Virtuelle Maschine
bezeichnete Shared-Memory-Maschine. Die
Definition der untereinander lose gekoppelten
Bereiche, die der Aufteilung in verschiede-
ne Cluster entspricht, ist vom Nutzer zu
konfigurieren. Die Parallelisierung im Be-
reich der Mikroparallelitdt fithrt das System
bei Verwendung paralleler Konstrukte der
Programmiersprache automatisch durch (Pro-
blem Heap). Bei Vorliegen einer wirklichen
Shared-Memory-Maschine oder einer einzigen
sequentiellen Maschine kann die Ebene der
Virtuellen Maschine entfallen. Im Fall an-
derer Architekturen ist die Simulation einer
Shared-Memory-Maschine notig.  MuPAD
erzeugt unabhéngig voneinander ablaufende
parallele Prozesse und erlaubt den Zugriff auf
gemeinsame Speicherbereiche. Die wesentli-
chen parallelen Konstrukte sind

- parbegin end_par

- segbegin end_seq

- for from to parallel end_for

- for in parallel end_for

Bei  Verwendung der Mikroparallelitéit
hat man Unique Data Repréisentation {iiber
Speichergrenzen hinweg, was bei der Makro-
parallelitdt nicht so ist. Vorteil des Konzepts
ist eine freie Skalierbarkeit von Speicherplatz
und Rechenzeit und ein potentiell super-
linearer Speedup durch Vermeidung von
Swappen.

4.4 Kompilierung: Bytecode

Als einfachste Methode zur Leistungssteige-
rung von Computeralgebra bietet sich auf den
ersten Blick die Schaffung eines Kompilers an,
der die Libraryprogramme in Maschinencode
iibersetzt. So einfach das klingt, so beladen

ist es aber mit Tiicken. Bisher gibt es einen
Kompiler nur in Axiom und in MuPAD (im
Rahmen des Modulkonzepts als Prototyp). Bei
beiden Systemen scheint mir der Durchbruch
in dieser Frage noch nicht gelungen. Durch
lange Kompilierungszyklen geht der Vorteil
des direkten Interpretierens der Programme
und die damit gegebene Moglichkeit des Ex-
perimentierens verloren. Die Entwicklungszeit
wird auch nicht unbedingt kiirzer. Die Maschi-
nenabhéngigkeit scheint mir noch zu stark zu
sein, auflerdem ist nicht immer klar, wieviel
vom Code kompiliert werden soll, denn nicht
immer ist die Neukompilation von effizienten
Teilen des Systems von Vorteil.

Als Ausweg fiir die Zukunft bietet sich hier
der Ubergang zu einem Bytecode-Interpreter
an. Bytecode kann man als eine eigene Ma-
schinensprache verstehen, die auf einer virtu-
ellen Hardware lauffihig ist. Da die Hardwa-
re in der Regel nur virtuell ist, mufl man sie
mit Hilfe von Software auf realer Hardware
nachbilden. Man muf3 die virtual machine pro-
grammieren, was aber gar keinen so grofien
Effizienzverlust bedeuten muf. Die Bytecode-
Maschinensprache ist in der Regel nicht so
kompliziert wie es eine wirkliche Maschinen-
sprache ist, da man sich {iber Optimierungen,
die man moglicherweise irgendwie in die Hard-
ware gieflen kann, keine Gedanken zu machen
braucht. Man wird auch die virtuelle Maschine
so definieren, dafl man sie auf jeder Hardwa-
re relativ einfach und effizient implementieren
kann. Ein Vorteil von Bytecode ist, dal man
die virtuelle Maschine auf einer neuen Hard-
ware nur zu implementieren braucht, und da-
nach alle Programme, die im Bytecode existie-
ren, laufen lassen kann. Auflerdem ist Byteco-
de meist kompakter als Maschinen-Code.

Die Untersuchung der Moglichkeiten von By-
tecode wird die Entwicklung und Forschung
beim Entwurf von Computeralgebrasystemen
in den n&chsten Jahren dominieren.



5 Interfaces

Es darf nicht iibersehen werden, daffl Mathe-
matik eine Wissenschaft mit einem 2500-jéhri-
gen Interface-Problem ist. Die Rolle von In-
terfaces mufl deshalb bei Mathematiksyste-
men, und insbesondere bei Computeralgebra-
systemen, neu definiert werden. Die Frage
von Interface und Effizienz eines Systems 148t
sich nicht ganz trennen, denn das Interface-
Problem wird insofern zum Effizienzproblem,
als es dariiber entscheidet, was Anwender mit
Computeralgebra anfangen kénnen, um ihre
heutigen mathematischen Probleme und dieje-
nigen, die mit ihrer Arbeit von morgen entste-
hen werden, zu 16sen. Die Weiterentwicklung
der Computeralgebra erfordert eine Uberein-
kunft der Mathematiker und Anwender iiber
neue syntaktische Regeln der Mathematik so-
wie iiber das, was wir als Normalform bezeich-
nen und das, was ein einfacher, im Gegensatz
zu einem komplizierten, Ausdruck ist.

Das Ozford Dictionary of computing definiert
user interfaces’ als the means of communi-
cation between a human user and a compu-
ter system referring in particular to the use
of input/output devices with supporting soft-
ware. Als typische Beispiele werden dann die
iiblichen MMGW’s (mouse, menus, graphics
und windows) gegeben. Obwohl diese Defini-
tion wohl der allgemeinen Ansicht entspricht,
scheint sie mir zu eng, insbesondere dann
wenn es sich um den Umgang mit Mathe-
matik per Computer handelt. Wegen dieses
eingeschrénkten Versténdnisses spielt die Dis-
kussion von User Interfaces in der Compu-
teralgebra kaum eine Rolle, obwohl jeder von
uns weifl, dafl das Verstindnis mathematischer
Sachverhalte hdufig mehr von Notation und
Darstellung als vom Inhalt abhéngt, denn gu-
ter Notation wird es gelingen, die hinter ei-
nem Begriff liegende Intuition adequat auszu-
driicken. Damit stellt sich das Versténdnis von
Mathematik weitgehend als Interfaceproblem
dar.

Allgemein dient der Computer als Transfer-
mechanismus fiir den menschlichen Gedan-
ken zum Anwendungsgebiet. Mathematik am
Computer weicht von dieser allgemeinen Re-
gel insofern ab, als der urspriingliche Gedan-
ke nach formaler Modifikation zum Menschen
selbst zuriickgegeben wird. Es handelt sich al-
so h#iufig um einen geschlossenen Kreislauf,
der deshalb den geeigneten Interface eine be-
sondere Rolle zuweist.

Die Arbeit mit einem universellen Compu-
teralgebrasystem basiert auf einer sich sténdig
dndernden Wechselwirkung zwischen Mensch
und Maschine. Deshalb brauchen wir eine dy-
namische Definition von User Interface nicht
eine statische, eine Definition welche die Be-
ziehung des einzelnen Nutzers zur Mathema-
tik mit einschliefft. Die Frage von Nutzerinter-
faces im Bereich der Mathematik ist mehr eine
zweidimensionale als eine eindimensionale: ei-
ne Dimension ist durch die Funktionalitét und
die Eigenschaften des Systems gegeben, eine
zweite durch das individuelle Verhéltnis des
Nutzers zur Mathematik. Die zweite Dimen-
sion fiigt natiirlich widerspriichliche Aspekte
hinzu, denn das was dem einen Nutzer gefillt
mag dem anderen Nutzer stark mififallen. Je-
der Entwickler kennt das am Beispiel der Nut-
zerproteste bei der Vereinfachung von va2.
L&aBt der Rechner das so stehen, dann pro-
testieren die einen wegen der vermeintlichen
Dummbheit des Systems, wird dies zu a verein-
facht, dann hat man die Rigoristen auf dem
Hals. Der Ausweg aus dieser Zwickmiihle ist
eine weitgehende Anpassungs- und Lernfihig-
keit des Systems. Anpassungsfahigkeit haben
wir heute, wenn auch in unzureichendem Ma-
Be, in einigen Bereichen. Uber Lernfihigkeit
gibt es hingegen nur wenige Gedanken.

Die entscheidenden Punkte nach denen die
Nutzer die Qualitdt eines Systems beurteilen
(oder beurteilen sollten) scheinen mir:

1. Adaptability: Wie gut kann das Sy-
stem des Nutzers intuitives Verstidndnis



von Mathematik wiederspiegeln. Welche
Werkzeuge hat es, um den Umgang mit
Mathematik zu einer kreativen Begeg-
nung zu machen.

2. Persuasive Power: Wie nachhaltig
iiberzeugt das System den Nutzer, dafl
er es mit einem méchtigen Werkzeug fiir
den korrekten Umgang mit Mathematik
zu tun hat?

3. MMGW-quality: Die Qualitét der iibli-
chen MMMGW'’s (mouse, menu, graphics
und windows).

4. Ergonomy: Wie gut wird des Nutzers
Arbeit in Bezug auf Effizienz, Geschwin-
digkeit und Bequemlichkeit unterstiitzt?

5. Expandibility: Wie gut kann das
System mit des Nutzers wachsendem
Verstédndnis und Wissen Schritt halten?

Wegen der groflen Bandbreite von Nutzerpro-
filen, erfordert der erste Punkt ein adaptives
System bei dem Datenstruktur und Notation
der iiblichen Arbeitsweise in der Mathematik
(also der ohne Computereinsatz) entsprechen
miissen. Gleiche Daten miissen in Abhéngig-
keit von Geschmack und Intuition des Nut-
zers verschiedene Darstellungen erlauben. Um
ein einfaches Beispiel zu nehmen: Graphische
oder auch technische Objekte miissen sowohl
durch Formeln wie durch Bilder reprisentier-
bar sein, und beide Darstellungen miissen den
gleichen Informationsgehalt haben. Also muf
alles was man durch die {iblichen Aktionen
interaktiv verdndert (Zoomen, Rotieren, etc.)
sofort in Formeln riickiibersetzbar sein, eine
Forderung die von fast keinem System erfiillt
wird. Die Ausgabe des Systems darf nicht
nur aus schon anzusehenden Formeln beste-
hen, sondern muf} die gesamte Baumstruktur
reprisentieren, durch die man sich dann mit
dem Cursor bewegen kann. Jeder Nutzer kann
eine fast unendliche Liste solcher Forderungen
aufstellen, die alle vom System der zukunft

erfiillt sein werden. Die wichtigste Forderung
hier ist durch etwas gegeben, was wir schon be-
handelt haben: Jedes Computeralgebrasystem
sollte adequate Moglichkeiten haben, neue ma-
thematische Strukturen zu schaffen, also ei-
ne Vielfalt von Ausdrucksmoglichkeiten in der
Wissenschaft erlauben, die sich die Beherr-
schung des unendlichen Universums formaler
Strukturen zum Ziel gesetzt hat. Das geht, so-
lange einem nichts besseres einfillt, nur durch
nutzerdefinierte Domains und durch Kategori-
en, welche die Anbindung an allgemeine Eigen-
schaften erlauben. Natiirlich wird der Nutzer,
wenn er von diesen Moglichkeiten Gebrauch
macht, auch darauf bestehen, {iber Aussehen
und Gestalt dieser Datentypen zu entscheiden.
Output, Input und Regeln miissen frei konfi-
gurierbar sein.

Die zweite der aufgefithrten Eigenschaften,
bringt ein widerspriichliches Element in die
Diskussion, da sie mehr psychologischer Na-
tur ist. Denn {iber Regeln der Vereinfa-
chung und Auswertung mathematischer Aus-
driicke gibt es leider keine allgemein akzep-
tierte Ubereinkunft. Der Ausweg hier scheint
in der Einfiihrung einer Algebra von Eigen-
schaften zu bestehen. Persuasive Power ver-
langt nicht nur die Korrektheit der Softwa-
re (auch beziiglich einer rigoristischen inhaltli-
chen Sichtweise) sondern auch die prinzipielle
Moglichkeit, alle Aspekte des Systems einzu-
sehen. Ohne eine Offenlegung des gesamtem
Codes wird auf die Dauer kein System iiberle-
ben konnen.

Punkt 3 geht nahtlos in 4 {iber. Die an-
spruchsvolle Realisierung dieses Punktes setzt
in Zukunft ein lernfihiges System voraus. Gu-
te interaktive help-Moglichkeiten, sowie ein
verniinftiger Debugger sind natiirlich nur mi-
nimale Anforderungen an diesen Punkt.

Der letzte Punkt fordert die nahtlose Einbin-
dung fremder Bindrcodeobjekte, die Schaffung
verschiedenster Kommunikationsebenen, eine
Beschreibung dessen was hier notwendig sein
wird, erfordert einen eigenen Artikel.



Sicher sind wir bei dem, was in der Ver-
wirklichung dieser 5 Punkte an Entwicklun-
gen auf uns zukommt heute erst am Anfang
der Moglichkeiten Mathematik am Compu-
ter zu treiben. Die Schaffung einer allgemei-
nen mathematisch-technischen Arbeitsumge-
bung hat gerade erst begonnen.

6 Perspektiven

Die Tendenzen beim gegenwirtigen Entwurf
von Computeralgebrasystemen werden die
wesentlichen Eigenschaften der in fiinf Jahren
verfiiggharen Systeme bestimmen. Moduln,
dynamisches Linken und der Moglichkeit
Subsprachen zu kompilieren werden eine
grofle Rolle spielen.

Die Moglichkeit der Leistungssteigerung
durch Verwendung paralleler Systeme auf
Multiprozessoren und verteilten Systemen
wird einbezogen werden. Die in der Compu-
teralgebra vorherrschende Rechnerarchitektur
wird sicher die eines Clusters von Shared
Memory Maschinen sein.

Im weiteren Verlauf der Entwicklung werden
dem Nuzter im Rahmen von Compu-
teralgebrasystemen Parsergeneratoren und
Compiler-Compiler zur Verfiigung stehen, al-
les Komponenten, die er nutzen kann, die aber
dem durchschnittlichen Nutzer verborgen blei-
ben werden, und deren Nutzen er nur durch
mafgeschneiderte  Arbeitsumgebungen  fiir
die verschiedensten Problembereiche erfihrt.
Der anspruchsvolle Nutzer der Zukunft wird
den jetzt noch vorhandenen (und stérenden)
Unterschied zwischen interpretierendem und
kompilierendem System weitgehend
schwinden sehen.

ver-

Die im Rahmen der Implementation von
Computeralgebra auf verteilten Systemen
notwendigen Verbesserungen der Kommunika-

tionsstruktur von Computeralgebrasystemen,
die fortschreitende Modularitdt der Systeme,
sowie die Verbesserung der Effizienz bei
der Verschickung baumstrukturierter Daten
werden zur Entwicklung einer Netz-basierten
multimedialen mathematischen Arbeitsum-
gebung fithren, in der das Computeralgebra-
system nur eine von vielen Komponenten
sein wird. Die wesentlichen Routinen zur
Manipulation symbolischer Daten (nicht nur
des eingebunden Computeralgebrasystems)
werden auf Prozessorebene realisiert sein
und das eigentliche System zur Manipulation
symbolischer Daten wird lernfihig sein: Aus
mehrfachen Durchldaufen adhnlich strukturier-
ter symbolischer Rechnungen wird es ein
allgemeines Programm fiir den zugrunde
liegenden Algorithmus ableiten.
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