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SUR LES MESURES DE JENSEN SUPPORTEES PAR UNE

FRONTIERE PLUS FINE QUE LA FRONTIERE DE CHILOV

Benno FUCHSSTEINER

Nous donnons ici pour une algébre de fonctions A une frontiére plus fine
gue la frontiére de Chilov telle que chaque point du spectre de A admette
des mesures de Jensen supportées par cette frontiére.

Soit A(X) une algébre de fonctions complexes sur un compact X ,
contenant les constantes, séparant les points de X et fermée pour la conver-
gence uniforme. Nous appelons frontiére faible de Choquet de X 1'ensemble
(noté Ch(X)) des points x € X , tels que x appartienne au support compact
de chague mesure de probabilité qui représente le point x . On dit qu'une

mesure |1 représente x , si

[ odu =X , Yo e ARX
X

On a toujours Ch(X) ¢ Ch(X) € Ch(X), ot Ch(X) est la frontidre de Chogquet

et Ch(X) sa fermeture. Les exemples suivants montrent que ces inclusions ne

sont pas triviales.

Exemples.

Quand X est un swiss cheese et A(X) = R(X) , alors C;A(X) =gk, (RRE
Un autre exemple oi CHA(X) = X : les algébres normales ([4]) . Mais on

peut donner aussi des exemples o Ch, (X) = CTlA(X) . Soient A le disque

unité du plan complexe, ¥ = Ax[0,1] :;; A(X) les fonctions continues dans X
et holomorphes dans Ax{0} , alors Ch,(X) = Ch,(x) = axJo,11 u {(z,0)| ,
z € C, |z| =1}. On dit qu'une mesure de probabilité p sur X , est une me-
sure de Jensen pour X , si
InjeX) | < [ Injeldy , ve € AR ,
X
et que u est supportée par ah(X) , si w(B) = 0 pour chague ensemble de

Baire B avec B N gh(X) = ¢ .



Théoréme.

Pour chaque x € X il existe une mesure de Jensen supportée par Ch(X) .

Pour la démonstration nous étudions d'abord les différentes notions de

frontiére.

1. Les frontiéres de Choguet.

Soient X compact et ¥ une famille de fonctions X -+ R U {-»} semi-
continues supérieurement, qui sépare les points de X %%tr%%%() l'ensemble des me-

sures de probabilité sur X ., Pour ¢ € Prob(X) , x € X , définissons :
o est Y-représentant de x « [ @do = oX) , Vo €Y .
X

ChY(X) = {x€X |o Y-représentant x = g = 6X} est la frontiére de Choquet de

X par rapport & ¥ (GX est la mesure de Dirac pour x) . Nous appelons
Ch,(X) = {x € X|o Y-représentant x = x € supp(a)} .

ol suppl(o) est le support compact de ¢ , la frontiére faible de Choquet .

A 1'aide du théoréme de Hahn-Banach on obtient les caractérisations
suivantes de Ch(X) et CFI:;(X) données dans [3].

Lemme

1.
Soit ¥+¥ © ¥ ; x appartient & C'ET(X) si et seulement si pour chaque

compact non vide K € X - {x} il existe une ¢ € ¥ telle que o(x) > max p(K)

(condition de maximum).

Lemme 2.
Soient o , B arbitraires avec 1 > 8 > o et ¥ contenant les constan-
tel que - 8 A
tes,Vpour tous les A , A positifs et rationnels, AY + A¥ ¢ ¥ (¥ est un céne
rationnel). Alors x appartient & Gh‘f(}() si et seulement si pour chaque compact

non vide K < X-{x} il existe un ¢ € ¥ telle que (condition («,B)) :

1 2 max o) = (%) 2 B > a =2 max @K .



Remarques.

L'inclusion C%Y(X) 5 Ch g (X) est toujours valable. Par le lemme 2 on
voit aisément que la frontiére de Chilov existe et contient C'H'f(X) dans cette
situation. Quand on remplace Y par le céne positif contenant les constantes
et engendré par Y , les frontiéres de Choquet ne changent pas. Et si ¥ est
une famille de fonctions continues, et si l'on prend au lieu de ¥ la fermeture
de V¥ par rapport a la convergence uniforme, les frontiéres de Choquet ne

changent pas non plus.

Nous disons que o € ¥ est presque continue quand pour chagque k € R ,
P définie par :pk(X) = max(k,p(X)) , vx € X , est continue. Quand
o € Prob(X) vérifie o(B) = 0 pour chaque ensemble de Baire avec B NY = ¢ ,

nous disons que ¢ est supporté par Y .

Proposition 1.

Soient les éléments de ¥ presque continus, alors pour chagque x € X
il existe un o Y-représentant x , gui est supporté par Ch‘f(}{}

T

Démonstration : Soient ]'1 ¥ IZ les cbnes positifs contenant les constan-
tes,engendrés par ¥ et {:pk |keR , @e¥} . D'aprés E.M. Ahlfsen ([1],p.53)
il existe un ¢ Iz—représentant X Ssupporté par Ch] (X) . Le lemme 2 donne
2
Ch]. X) = ChI (X) , donc Ch&r(X) = ChI (X) . Et puisque ]z—représentant entraf-
2 1 2
ne Y-représentant, on déduit la proposition. =

2. Les algébres de fonctions.

Soit A(X) une algébre de fonctions complexes sur X , contenant les
constantes et séparant les points de X . Re(A) , |A]| , [A[p . In|A) sont les
parts réelles, les valeurs absolues, les puissances p des valeurs absolues et

les logarithmes des valeurs absolues.

Lemme 3.
g ]
Ch (X) = Ch
|A|

P ~



Démonstration : Puisque In|A| o Re(A) et Re(A)-représentant entrafnent

A-représentant, on déduit : Ch,. (X) «¢ Ch )(X) c Chln ]AI(X) . Pour

|A] Re(A
ste Chln |A1(X} et K compact < X-{x} , il existe (lemme 1) une ¢ < In|f| ,
feldA , avec :

In |f(x) | > max 1In|f(K) | .

Donc |f|(x) > max|f(K)| . Cela veut dire que x vérifie la condition de

maximum par rapport au céne engendré par |A| , donc x ¢ Ch ]AI(X) . u

Démonstration du théoréme : La proposition 1 fournit des mesures de

Jensen (mesures In |A |-représentantes) supportées par

C c Ch =ChX) . =

Binja | &) in|a|®

3. Caractérisation de Ch

X). .
1n|a| %
On peut utiliser les lemmes 1 et 2 pour donner une caractérisation de

Chln \A\(X) similaire de la caractérisation des points pics pour A(X)

Soit J (A) le céne positif engendré par U \A]p :
® p>0

Proposition 2.

Soit 1 >8 > ¢ >0 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La mesure de Dirac ax est la seule mesure de Jensen pour x .

(ii) Pour chaque compact non vide K c X- {x] il existe une v € A et

un m € N tels que :
12 max|pi®) | 2 |oX) | = 8" > o = max|p®) | .

(iii) Pour chague compact non vide K c X- {x] , il existe une g € ]’p(A)
telle que :

1 > max gX) = gX) = 8 > o = max g(K)

Démonstration : (i) = (ii) : Soit 5 = In(g)+1 , o = In(g)+1 (1>8>q)

U i In|A| est un cone rationnel ; donc (lemme 2) pour chague x ¢ Ch (X)
meN

et K compact ¢ X-{x} , il existe une g € In |A| » m € N telle que :

In|A|



1 1 ~ ~ 1
1 > max g(X)za gX) = 8 > g = o max g(K)

Donc ¢ € A avec g = ln]empp[ vérifie :

1 2 max|pX)| =2 |oX)]| = B s = max |p(K) |

(ii) = (iiil) est triviale.
(iii) = (i) : la condition (g,8) implique que x ¢ Ch] (A)(X} = Ch‘f(X) ;
P
ol ¥ = \A]p . Mais vy-représentant x e lniA}-représentant x , est

p>0
un résultat bien connu (Browder [2], p.126), donc Ch‘f(X) = Chln IA|(X) . .
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